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1 Fourier 级数的基本性质

1.1 Fourier 级数的形式

如果能将函数写成三角级数的形式, 其应该为如下的形式

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx))

其中系数由如下公式确定 
an =

1

π

∫ π

−π

f(x) cos(nx)dx

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin(nx)dx

更常见的为如下形式的 Fourier 系数

an =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inxdx

对应的 Fourier 级数为

f(x) ∼
∞∑

n=−∞
ane

inx

计算知两形式等价.

注 . 这里的计算是默认了级数的良好性质的粗略计算.

1.2 圆上的函数

称定义在 R 的周期为 2π 的函数和在长度为 2π 的区间上端点值相等的函数为圆上的函数. 此时
函数通常以 θ 为自变量, 其第 n 个系数为

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π

f(θ)e−inθdθ

由周期性, 可以知道这样形式的系数是良定义的, 即积分区间的选取是无影响的.
将级数的部分和记为如下形式

SN (f)(x) =

N∑
n=−N

f̂(n)e2πinx/L

对于部分和, 问题是其是否逐点收敛, 是否一致收敛到原来的函数.

1.3 Fourier 系数的唯一性

定理 1.1. 设 f 是圆上的可积函数, 满足 f̂(n) = 0, 对任意的 n ∈ Z. 则 f(θ0) = 0 对连续点 θ0 成立.

由于这里没有对函数的 Fourier 收敛定理, 处理方式为反证法, 利用一族在原点处突起的函数反
证.
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证明. 不失一般性, 设 0 为连续点且 f(0) > 0, 则存在 0 < δ < π, 当 |θ| < δ, f(θ) > f(0)
2 . 构造辅助

函数 p(θ) = ε + cos θ, ε > 0 且充分小, 满足当 δ < |θ| < π, 有 |p(θ)| < 1 − ε
2 , 再取 0 < η < δ, 当

|θ| < η, 有 p(θ) ⩾ 1 + ε
2 .

令 pk(θ) = [p(θ)]k. 由于 f 可积, 设 |f(θ)| ⩽ B.
由于 f̂(n) = 0, 可知

∫ π

−π
f(θ)pk(θ)dθ = 0 对任意 k 成立. 但是, 有如下计算结果∣∣∣∣∣
∫
δ⩽|θ|

f(θ)pk(θ)dθ

∣∣∣∣∣ ⩽ 2πB(1− ε

2
)k

∫
η<|θ|<δ

f(θ)pk(θ) ⩾ 0

∫
|θ|⩽η

f(θ)pk(θ) ⩾ 2η
f(0)

2
(1 +

ε

2
)k

当 k → ∞ 导出了矛盾.
注意, 这里只对实值函数 f 得到了这个结论. 若对于 f(θ) = u(θ) + iv(θ), 记 f̄(θ) = f(θ), 则

u(θ) =
f(θ) + f̄(θ)

2
, v(θ) =

f(θ)− f̄(θ)

2i
,

又因为
ˆ̄f(n) = f̂(−n),

可知结论仍然成立.

推论 1.2. 若 f 在圆上连续, 且 f̂(n) = 0 对 ∀n ∈ Z 成立, 则 f = 0.

推论 1.3. 令 f 是圆上的连续函数, 且满足∣∣∣∣∣
∞∑

n=−∞
f̂(n)

∣∣∣∣∣ <∞,

则 SN (f)(θ) 一致收敛到 f .

证明. 令 g(θ) = lim
N→∞

SN (f)(θ),由Weierstrass定理知, g(θ)在圆上一致收敛.计算 g(θ)的 Fourier系
数知 g = f .

考虑 Fourier 级数收敛到原函数的条件, 可知收敛与光滑性有关.

推论 1.4. 设 f 是 C2 函数, 则 f̂(n) = O( 1
|n2| ), 当 n → ∞, 有 f 的 Fourier 级数绝对且一致地收敛

到 f .

证明. 分部积分法得到等式
f̂ ′(n) = inf̂(n), ∀n ∈ Z.

剩下的部分显然.

定义 1.1. 称 f 满足 Hölder 条件, 若对于 α > 1
2 , 满足

sup
θ

|f(θ + t)− f(θ)| ⩽ A |t|α

对任意 t 成立.

Ck 和 Hölder 条件都可以用来刻画函数的光滑性.
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1.4 卷积

首先通过 Dirichlet kernel 引入卷积的概念.

定义 1.2. 第 N 个 Dirichlet kernel 为

DN (x) =

N∑
n=−N

einx.

有三角形式为

DN (x) =
sin(N + 1

2 )x

sin x
2

.

注意到 Fourier 级数的展开形式为

SN (f)(x) =

N∑
n=−N

(

∫ π

−π

f(y)e−inydy)einx =
1

2π

∫ π

−π

f(y)(

N∑
n−−N

ein(x−y))dy.

定义 1.3. 定义在 [−π, π] 上的卷积为

(f ∗ g)(x) =
∫ π

−π

f(y)g(x− y)dy.

其中两函数是以 2π 为周期的可积函数.

定理 1.5. 对于可积的圆上函数 f, g 和 h, 有

(1) f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h;

(2) (cf) ∗ g = c(f ∗ g) = f ∗ (cg), ∀c ∈ C;

(3) f ∗ g = g ∗ f ;

(4) (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h);

(5) f ∗ g连续;

(6) f̂ ∗ g(n) = f̂(n)ĝ(n) .

其中的证明对于函数均为连续函数时是容易的. 而对于可积函数, 则依赖于以下的逼近引理.

引理 1.6. 设 f 为圆上的可积函数, 且 |f(θ)| ⩽ B. 则有圆上的连续函数列 {fk}∞k=1 满足以下性质

sup
x∈[−π,π]

|fk(x)| ⩽ B, ∀k ∈ N+,

和 ∫ π

−π

|f(x)− fk(x)| dx→ 0, 当 k → ∞.

引理的具体构造是阶梯函数的线性连接. 利用引理直接计算可以得到以上性质.

1.5 好核

定义 1.4. 称满足如下三条性质的为好核
(1) 对 ∀n ⩾ 1 有

1

2π

∫ π

−π

Kn(x)dx = 1.
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(2) 存在 M > 0, 使得对 ∀n ⩾ 1 有 ∫ π

−π

|Kn(x)| dx ⩽M.

(3) 对每个 δ > 0, 有 ∫
δ⩽|x|π

|Kn(x)| dx→ 0, 当 n→ ∞.

好核就是加权分配是将质量集中在原点附近的权函数. 一族好核也被称为单位近似, 因为如下的
定理.

定理 1.7. 令 {Kn(x)}∞n=1 是一族好核, f 是圆上的可积函数, 则

lim
n→∞

(f ∗Kn)(x) = f(x)

在 f 的连续点处成立. 特别地, 若 f 在圆上连续, 则 f ∗Kn 一致收敛到 f .

利用连续性和好核的性质直接计算即可得到, 一致收敛的结果在计算中利用连续函数在紧集上
一致连续这一结果可以得到.

在上一小节中有 SN (f)(x) = (f ∗DN )(x) 这一结果. 但是遗憾的是 Dirichlet kernel 并不是一个
好核, 因为其不满足第二条性质, 这里用到了 Fresnel 积分.

1.6 广义求和

Fourier 级数不总能收敛到原来的函数, 哪怕连续函数都不一定成立, 但是改变求和的意义就可
以有所帮助.

定义 1.5 (Cesàro 意义求和). 记部分和为 sn, 则 Cesàro 求和为

σN =
s0 + · · ·+ sN−1

N
.

利用 Cesàro 求和, Dirichlet kernel 也变成了好核.

引理 1.8. 记 FN = D0(x)+···DN−1(x)
N 为 Fejér kernel, 则 Fejér kernel 是好核. 具体有

FN =
1

N

sin2(Nx
2 )

sin2(x2 )
.

定理 1.9. 若 f 是圆上的可积函数, 则其 Fourier 级数在 Cesàro 意义下在 f 的连续点 θ0 处收敛

到 f , 即
lim

N→∞
(f ∗ FN )(θ0) = f(θ0).

特别地, 若 f 是圆上的连续函数, 则 f 的 Fourier 级数在 Cesàro 意义下一致收敛到 f , 即

lim
N→∞

(f ∗ FN )(θ) ⇒ f(θ).

推论 1.10. 若 f 是圆上的可积函数, 且 f̂(n) = 0 对所有 n 成立, 则 f = 0 在 f 的连续点处成立.

这里是因为 SN (f)(x) = (f ∗DN )(x), 则由 FN (f)(x) = 0 对任意 N 成立可知命题成立.

推论 1.11. 圆上的连续函数都可以被三角多项式一致逼近.
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这是因为 Cesàro 求和是三角多项式.

定义 1.6 (Abel 意义求和). 称复级数
∞∑
k=0

ck 是 Abel 意义可和于 s 的, 若对于每个 0 ⩽ r < 1, 有

A(r) =

∞∑
k=0

ckr
k

收敛, 且有
lim
r→1

A(r) = s.

利用两次 Abel 公式计算可知, 若级数是 Cesàro 意义可和的, 其一定是 Abel 意义可和的, 且
在不同的意义下收敛于同一个值. 但是正如 Cesàro 可和不一定常义可和, 级数 Abel 意义可和未
必 Cesàro 意义可和.

对函数的 Fourier 级数的 Abel 意义求和对应如下公式

Ar(f)(θ) =

∞∑
n=−∞

r|n|ane
inθ.

上述的级数在 r 的定义区间上是绝对收敛且一致收敛的,其中一致收敛的证明用到了 Fourier系数的
一致有界性.

定义 1.7 (Poisson kernel). 这个核的定义是对于 r 的.

Pr(θ) =

∞∑
n=−∞

r|n|einθ =
1− r2

1− 2r cos θ + r2
.

可以验证这个核是好核.

从而 f 的 Abel 意义求和写为如下公式

Ar(f)(θ) = (f ∗ Pr)(θ).

利用好核定理可以得到与之前的 Cesàro 可和定理类似的结果.
现在用上述结果解决热稳定问题.

定理 1.12. 令 f 为单位圆上的可积函数. 由 Poisson kernel 定义了定义在单位圆盘上的函数如下

u(r, θ) = (f ∗ Pr)(θ).

其具有如下性质:
(1) u 在单位圆盘上是 C2 函数且满足 ∆u = 0.

(2) 若 θ 是 f 的连续点, 则
lim
r→1

u(r, θ) = f(θ).

若 f 在圆盘上处处连续, 则上述的极限是一致的.
(3) 若 f 连续, 则满足上述两条性质的热稳定问题的解是唯一的, 也就是 u(r, θ).

证明. 利用导函数列的一致收敛定理直接计算可以得到 (1), 其中要注意 u(r, θ) 的极坐标下公式如下

∆u =
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2
.
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性质 (2) 是 Poisson kernel 的直接应用.
对于性质 (3), 证明需要一些技巧. 首先固定每一个 r, 考虑函数 v(r, θ) 的 Fourier 级数

∞∑
n=−∞

an(r)e
inθ.

类似于 Fourier 系数的计算, 将 e−inθ 乘在等式

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
= − 1

r2
∂2u

∂θ2

两边, 再同时积分. 左边的式子是一致连续的, 从而将积分和求导交换顺序即可. 式子的右边使用两次
分部积分即可. 从而得到了等式

a′′n(r) +
1

r
a′n(r)−

n2

r2
an(r) = 0.

当 n ̸= 0 时, 解 ODE 可得 an(r) 具有形式 Anr
n +Bnr

−n. 由于系数是有界的, 故 Bn = 0. 由于

an(r) =
1

2π

∫ π

−π

v(r, θ)dθ,

注意到 lim
r→1

v(r, θ) ⇒ f(θ), 再令 r → 1, 则常数 An 为

An =
1

2π

∫ π

−π

f(θ)e−inθdθ.

当 n = 0 时类似处理知 A0 是常数. 从而由 Fourier 系数的唯一性知 u = v.

1.7 不连续点的情况

对于不连续的中的跳跃情况, 也就是 f(θ+), f(θ−) 存在且不相等时, 有

lim
r→1

Ar(f)(θ) =
f(θ+) + f(θ−)

2
.

这个公式的证明要利用 Poisson kernel 在左右对称区间的积分值均为 1
2 . 用类似的方法也可以证明

对 Fejér kernel的卷积有类似的结果, Fejér kernel的数值计算可以利用对Dirichlet kernel的 Cesàro和
计算.
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2 Fourier 级数的收敛性

以下从两个角度考虑 Fourier 级数的收敛问题. 一个是从整体上考虑, 也就是平方平均收敛; 另
一个是 Riemann 局部化定理, 级数在一点处的收敛情况仅取决于函数在该点的邻域上的行为, 然而
级数本身却是由函数在整个圆上的取值决定的.

2.1 内积和内积空间

实内积空间和复内积空间空间的具体计算略去.
值得注意的是如下概念.

定义 2.1. 内积严格正定, 且范数 (度量) 完备的空间称为 Hilbert 空间, 两条性质若有不满足的, 则称
为准 Hilbert 空间.

一个准 Hilbert 空间的例子是圆上的 Riemann 可积函数类, 也就是空间 R.
这是因为范数为零的函数相差了一个零测集, 也就是不严格正定. 另一方面, 如考虑如下函数列

fn(θ) =

 0 θ = 0;

log( 1θ ) θ ∈ ( 1n , 2π].

其极限函数为

f(θ) =

 0 θ = 0;

log( 1θ ) θ ∈ (0, 2π].

由这个例子可见这个函数类不是完备的.
还有一个关于 L2 空间中 Cauchy Schwarz 不等式的非常规证明, 由均值不等式, 有∣∣∣f(θ)g(θ)∣∣∣ ⩽ 1

2
(λ |f(θ)|2 + λ−1 |g(θ)|2).

两边同时积分, 由内积的定义

(f, g) =
1

2π

∫ 2π

0

f(θ)g(θ)dθ

得

|(f, g)| ⩽ 1

2

∫ 2π

0

|f(θ)| |g(θ)|dθ ⩽ 1

2
(λ ∥f∥2 + λ−1 ∥g∥2).

此时令 λ = ||g||
||f || 即可.

2.2 平方平均收敛

重述 R 上的内积为

(f, g) =
1

2π

∫ 2π

0

f(θ)g(θ)dθ.

范数为

||f ||2 =
1

2π

∫ 2π

0

||f(θ)||2dθ
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若记 en(θ) = einθ, 则族 {en}n∈N 是规范正交的, 因为 (en, em) = δnm. 从而有 f̂(n) = (f, en). 直接
计算有如下结果

(f −
∑

|n|⩽N

f̂(n)en,
∑

|n|⩽N

bnen), ∀bn ∈ C.

由勾股定理和 bn 的任意性, 有

||f ||2 = ||f −
∑

|n|⩽N

f̂(n)en||2 + ||
∑

|n|⩽N

f̂(n)en||2.

由于

||
∑

|n|⩽N

f̂(n)en||2 =
∑

|n|⩽N

|f̂(n)|2,

有如下计算结果

||f ||2 = ||f − SN (f)||2 +
∑

|n|⩽N

|f̂(n)|2.

归结为下述的引理.

引理 2.1 (最佳逼近). 若 f 为圆上的可积函数, 则有

||f − SN (f)||2 ⩽ ||f −
∑

|n|⩽N

cnen||2.

其中等号成立当且仅当 cn = f̂(n) 在求和范围内恒成立.

证明只要在之前的不等式中取 bn = f̂(n)− cn 即可.
这个命题是很直观的, 当考虑的函数是这个无穷维线性空间的元素时.
接下来证明平方平均收敛的结果, 也就是

定理 2.2. ||SN (f)− f || → 0, 当 N → ∞ 时.

证明. 若 f 为连续函数. 此时可以由 Cesàro 求和的推论知, 有三角多项式 P (θ) 可以一致逼近 f . 再
利用最佳逼近可以得到想要的结论. 若 f 仅为 Riemann 可积函数, 则有连续函数 g 满足下述的性

质

sup
θ∈[0,2π]

|g(θ)| ⩽ sup
θ∈[0,2π]

|f(θ)| = B

和 ∫ 2π

0

|f(θ)− g(θ)|dθ ⩽ ε2.

从而有如下估计

||f − g||2 =
1

2π

∫ 2π

0

|f(θ)− g(θ)|2 dθ (2.1)

⩽ 2B

2π

∫ 2π

0

|f(θ)− g(θ)| dθ (2.2)

⩽ Cε2 (2.3)

利用三角不等式得到了所要的结果.

在证明中可见一个等式.
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推论 2.3 (Parseval 恒等式). ||f ||2 =
∞∑

n=−∞
|f̂(n)|2.

与上述恒等式相关的是下述推论.

推论 2.4 (Bessel 不等式). 对于一族规范正交函数 {en}, 记 an = (f, en). 则有

∞∑
n=−∞

|an|2 ⩽ ||f ||2.

等号成立当且仅当 ||
∑

|n|⩽N

anen − f ||2 → 0, N → ∞ 成立.

在 Parseval恒等式中可以看到 Fourier系数在远端的衰减性,从而有如下的 Riemann-Lebesgue引
理.

引理 2.5 (Riemann-Lebesgue). 设 f 为圆上的可积函数, 则 f̂(n) → 0, 当 n→ ∞. 写为如下形式∫ 2π

0

f(θ)einθdθ → 0, n→ ∞,

由 Euler 公式亦有三角形式 ∫ 2π

0

f(θ) cos(nθ)dθ → 0, n→ ∞

和 ∫ 2π

0

f(θ) sin(nθ)dθ → 0, n→ ∞.

还有广义的 Parseval 恒等式.

引理 2.6. 设 f 和 g 为圆上的可积函数, Fourier 级数如下

f ∼
∑

ane
inθ, g ∼

∑
bne

inθ.

则

1

2π

∫ 2π

0

f(θ)g(θ)dθ =

∞∑
n=−∞

anbn.

证明. 需要的是 Hermite 内积空间上的极化恒等式.

(f, g) =
1

4
(||f + g||2 − ||f − g||2 + i||f + ig||2 − i||f − ig||2).

利用这个直接计算就可得到.

注 . 本文考虑的函数基本都是 Riemann 可积函数类 R, 之前的讨论中如 Parseval 恒等式可以考虑
的对象其实能扩大到 L2 函数空间上.

2.3 逐点收敛

之前提到 Fourier 级数的收敛依赖于函数的光滑性, 以下来具体化这一结论.

定理 2.7. 令 f 是圆上的可积函数, 且在 θ0 处可微. 则有 SN (f)(θ0) → f(θ0), 当 N → ∞.
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证明. 关键是如下的辅助函数.

F (t) =


f(θ0−t)−f(θ0)

t t ̸= 0,

−f ′(θ0) t = 0.

注意到 f 的可积性和 θ0处的可微性,可以知道上述的辅助函数是在圆上有界的,自然也是可积的. 那
么有

SN (f)(θ0)− f(θ0) =
1

2π

∫ π

−π

F (t)tDN (t)dt.

注意到 Dirichlet kernel 的三角形式, 由 Riemann-Lebesgue 引理知函数在该点处连续.

事实上,在这个证明中只要辅助函数的可积性就行了.而这也只要函数 f 在该点处附近满足 α =

1 的 Hölder 条件即可 (也称为 Lipschitz 条件).
同时, 上述的定理也反映出, Fourier 级数的收敛只取决于函数在这一点处附近的行为, 虽然级数

是由函数在圆上的整体行为确定的.

推论 2.8. 设 f 和 g 是圆上的两个可积函数, 设 I 为开区间, θ0 ∈ I, 且满足

f(θ) = g(θ), ∀θ ∈ I.

则 SN (f)(θ0)− SN (g)(θ0) → 0, 当 N → ∞.

证明是因为零函数在开区间上总是可微的.

2.4 Fourier 级数单点发散的连续函数

这样的反例当然是通过级数来构造.
有些 Fourier 级数的收敛是因为其交错性, 或者说, 级数在 −∞ ∼ −1 和级数在 1 ∼ ∞ 上的行

为将级数的值拉平了.
考虑奇性延拓函数, 其在区间 (0, π) 上为 i(π − θ). 其 Fourier 级数为

f(θ) ∼
∑
n ̸=0

einθ

n
.

这个 Fourier 级数由之前的结果可知是性质较好的.
但是考虑如下级数

∞∑
n=−1

einθ

n
.

如果这个级数是某个函数 f̃ 的 Fourier 级数, 则

|Ar(f̃)(0)| =
∞∑

n=1

rn

n

在 r → 1 时发散. 但是有

|Ar(f̃)(0)| = | 1
2π

∫ π

−π

f̃(t)P (−t)dt| ⩽ sup
θ

|f̃(θ)|.

这导出了矛盾.
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也就是说, 通过破坏对称性, 可以构造出与 Fourier 级数相关的发散级数.
现在记

f(θ) =
∑

1⩽|n|⩽N

einθ

n

和

f̃(θ) =
∑

−1⩾n⩾−N

einθ

n
.

考虑上述两函数的性质, 当 N ⩾ 1 且 θ ∈ [−π, π] 时有
(1) |f̃(0)| ⩾ c lnN.
(2) fN (θ) 是关于 N 和 θ 一致有界的.
其中性质 (1) 是显然的, 性质 (2) 依赖于以下引理, 该有引理与 Tauber 定理的方法是类似的.

引理 2.9. 设级数
∞∑

n=1
cn 的 Abel 求和 Ar =

∞∑
n=1

cnr
n 是在 r → 1 时有界的. 若 cn = O( 1n ), 则部分

和 SN =
N∑

n=1
cn 是有界的.

证明. 取 r = 1− 1
N , n|cn| ⩽M . 直接计算有如下结果

|SN −Ar| =
N∑

n=1

(cn − cnr
n)−

∞∑
n=N+1

cnr
n

⩽M

N∑
n=1

(1− r) +
M

N

∞∑
n=N+1

rn

⩽ 2M.

从而有 |SN | ⩽ 3M .

对级数 ∑
n ̸=0

einθ

n

使用引理, 则将之前提及的良好性质具体化了, 也就是说 SN (f) 是关于 N 和 θ 是一致有界的.
现在考虑破坏对称性. 记

PN (θ) = ei(2N)θfN (θ), P̃N (θ)ei(2N)θf̃(θ).

此时得到了两个三角多项式. 若将其视为其余项为 0 的三角级数, 由于其指标均大于 0, 考虑部分和
算子 SM 为其前 M 项和. 立刻可见如下引理

引理 2.10.

SM =


PN M ⩾ 3N,

P̃N M = 2N,

0 M < N.

现在考虑正项级数
∑
αk 和整数列 {Nk} 满足如下性质

(1) Nk+1 > NK ,
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(2) αk lnNk → ∞, k → ∞.
此时令函数 f 为

f(θ) =

∞∑
k=1

αkPNk
(θ).

由于 |PN (θ)| = |fN (θ)|,由函数 fN (θ)的一致有界性,则由于Weierstrass定理知函数 f 一致收敛,从
而函数连续. 最后利用级数的截断技术有

|S2Nm(f)(0)| ⩾ cαm lnNm +O(1) → ∞, m→ ∞.

至此完成了构造.

2.5 Fourier 系数的应用

之前提到, Fourier 级数的收敛依赖于函数的光滑性, 而函数的光滑性与 Fourier 系数的衰减速度
是分不开的. 因此对不同的函数, 对其 Fourier 系数的阶有估计.

定理 2.11. 若圆上的函数 f 在 Ck 函数类, 则 f̂(n) = o( 1
|n| ).

证明中的关键是 f̂ (k)(n) = (in)kf̂(n) 和 Riemann-Lebesgue 引理. 当然之前的分部积分估计也
可以.

定理 2.12. 若圆上的函数 f 满足 α 阶 Hölder 条件, 则其 Fourier 系数满足 f̂(n) = o( 1
|n|α ). 且

当 α > 1
2 时, 函数的 Fourier 级数绝对且一致收敛.

这个定理的证明相对麻烦. 对于定理的前半部分, 需要对函数的 Fourier 系数进行改造, 凑出积
分式中的函数做差形式, 比如如下形式

f̂(n) =
1

4π

∫ π

−π

[f(x)− f(x+
π

n
)]e−inxdx.

且这个结果已经达到了最优, 因为有如下函数

f(x) =

∞∑
k=0

2−kαei2
kx

其 Fourier 系数为 f̂(N) = 1
Nα , 当 N 为 2 的幂次.

对于定理的后半部分, 其实只要研究其满足 Lipschitz 条件的情形, 推广是简单的. 其中用到了
辅助函数 gh(x) = f(x + h) − f(x − h), 计算 gh 的范数可以得到 Fourier 系数的模平方求和. 对其
做分段估计, 再结合 Cauchy-Schwarz 不等式就能得到结果. 其中出现的估计式如下

∞∑
n=−∞

| sinnh|2|f̂(n)|2 ⩽ K2h2,

∑
2p−1<|n|<2p

|f̂ |2 ⩽ K2π2

22p+1
.

定理 2.13. 若 f 为圆上的单调函数, 则 f̂(n) = O( 1n ).
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证明之要注意到, 紧集上的单调函数是可积的, 可以用阶梯函数做逼近, 而单调且有限间断的阶
梯函数的 Fourier 系数是 O( 1n ) 的.
正如级数的收敛速度可以任意慢, 连续函数的 Fourier 系数的衰减速度也能任意慢. 对于任何收

敛的正项数列 {εn}, 考虑子列 {εnk
}, 满足 εkn ⩽ 2−n. 则

∑
εnk

<∞, 从而函数

f(θ) =

∞∑
k=0

εkn
eiknθ

连续, 但是其 Fourier 系数足够慢.
还有一个有趣的不等式.

定理 2.14. 设函数 f 是以 T 为周期的连续且分片 Ck 函数, 并有
∫ T

0
f(t)dt = 0, 则∫ T

0

|f(t)|2dt ⩽ T 2

4π2

∫ T

0

|f ′(t)|2dt.

这个不等式的证明用到了 Parseval 恒等式, 取等条件在放缩中有直接体现.
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3 Fourier 变换

3.1 函数空间

在 Fourier 变换中, 待处理的是如下的积分∫ ∞

−∞
f(x)dx = lim

N→∞

∫ N

−N

f(x)dx.

这个积分的存在性是不好直接说明的. 因此引进缓减函数类M(R).

定义 3.1. 称函数 f 为缓减函数, 若连续函数 f 满足, 存在 ε > 0, 使得对任意 x, 有

|f(x)| ⩽ A

1 + |x|1+ε
.

其中 ε = 1 的情况会比较有代表性, 甚至也可以直接作为缓减函数的定义, 容易知道缓减函数的
无穷积分是存在的.

定理 3.1. 缓减函数有如下的性质.
(1) 线性性 ∫ ∞

−∞
(af(x) + bg(x))dx = a

∫ ∞

−∞
f(x)dx+ b

∫ ∞

−∞
g(x)dx.

(2) 平移不变性 ∫ ∞

−∞
f(x− h)dx =

∫ ∞

−∞
f(x)dx.

(3) 扩张时的缩放
δ

∫ ∞

−∞
f(δx)dx =

∫ ∞

−∞
f(x)dx, ∀δ > 0.

(4) 连续性 ∫ ∞

−∞
|f(x− h)− f(x)|dx→ 0, h→ 0.

其中性质 (2)(4) 的证明是做差后做截断估计.

3.2 Fourier 变换

若函数 f ∈ M(R), 则定义其 Fourier 变换如下

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixξdx.

显然这是可积的. 且 f̂(ξ) 是有界且连续的, 甚至是远端趋于 0 的. 但是最初想处理的还有如下积分∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πixξdξ.

而不知道此时的 f̂(ξ) 是否为缓减函数, 因此需要更好的条件.

定义 3.2. 称函数 f 是速降的, 若满足

sup
x∈R

|x|k|f(x)| <∞, ∀k ⩾ 0.
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称函数 f 为 Schwartz 函数, 若光滑函数及其各阶导数均为速降函数, 也即

sup
x∈R

|x|k|f(x)| <∞, ∀k, l ⩾ 0.

记全体 Schwartz 函数组成的集合为 Schwartz 空间, 记号为 S(R).

注 . S(R) 是 C 上的线性空间. 且有

f ′(x) =
df

dx
∈ S(R), xf(x) ∈ S(R).

也就是微分和多项式乘法封闭.

一个例子是 e−ax2 , 其中 a > 0, 一个相似的非 Schwartz 空间函数是 e−|x|, 因为其不可微.

3.3 S 上的 Fourier 变换

一个小问题是, 限制在 Schwartz 空间上后, f̂(ξ) 是否如之前希望的有缓减函数的性质. 记

f(x) → f̂(ξ)

表示 f̂ 是 f 的 Fourier 变换.

定理 3.2. 若 f ∈ S(R), 则对 h ∈ R 和 δ > 0 有

(1) f(x+ h) → f̂(ξ)e2πihξ.

(2) f(x)e−2πixh → f̂(ξ + h).

(3) f(δx) → δ−1f̂(δ−1ξ).

(4) f ′(x) → 2πiξf̂(ξ).

(5) − 2πixf(x) → d

dξ
f̂(ξ).

证明. 性质 (1)(2)(3)(4) 是简单的.
性质 (5) 涉及无穷区间上的积分求导交换次序. 先证明可微性.

f̂(ξ + h)− f̂(ξ)

h
− ̂(−2πixf)(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixξ

[
e−2πixξ − 1

h
+ 2πix

]
dx.

由于函数 f(x) 和 xf(x) 是速降函数, 当 |x| ⩾ N 时, 有
∫
|x|⩾N

|f(x)|dx ⩽ ε 和
∫
|x|⩾N

|xf(x)|dx ⩽
ε. 而当 |x| ⩽ N 时, 有 h0 使得当 |h| < h0 时, 有∣∣∣∣e−2πixh−1

h
+ 2πix

∣∣∣∣ ⩽ ε

N
.

因此当 |h| < h0 时, 有∣∣∣∣∣ f̂(ξ + h)− f̂(ξ)

h
− 2πixf̂(x)

∣∣∣∣∣ ⩽
(∫ N

−N

+

∫
|x|⩾N

)
∗ ⩽ Cε.

接下来的结果揭示了引入 Schwartz 空间的意义.



18 Fourier Analysis 笔记 青冥

定理 3.3. 若 f ∈ S(R), 则 f̂ ∈ S(R).

证明. 这里要考虑的是下式

ξk
(
d

dξ

)l

f̂ ξ

对任意的 k, l 是有界的.
利用之前的性质, 有

1

(2πi)k

(
d

dx

)k

[(−2πix)lf(x)] → ξk
(
d

dξ

)l

f̂(ξ).

立刻知道 f̂(ξ) 是速降函数.

注 . 从上面的证明可以注意到, 速降函数的定义更像是一种逐点定义, 在没有赋范的情况下, 也不是
很好讨论这个空间的完备性.

在证明反演公式之前, 还要对高斯函数 e−ax2

进一步研究. 利用概率积分的技巧, 可知∫ ∞

−∞
e−πx2

dx = 1.

再处理其 Fourier 变换.

定理 3.4. 若 f(x) = e−πx2 , 则 f(ξ) = f̂(ξ).

证明. 记 F (ξ) = f̂(ξ), 则

F ′(ξ) =

∫ ∞

−∞
(−2πix)f(x)e−2πixξdx = i

∫ ∞

−∞
f ′(x)e−2πixξdx = i(2πiξ)f̂(ξ) = −2πξF (ξ).

由 F (0) = 1, 解 ODE 得 F (ξ) = e−πx2 .

利用之前的性质做换元有

推论 3.5. 对 δ > 0 和 Kδ(x) = δ−1/2e−πx2/δ, 则有 K̂δ(ξ) = e−πx2/δ.

对于 Kδ(x), 有性质

(1)

∫ ∞

−∞
Kδ(x)dx = 1.

(2)

∫ ∞

−∞
|Kδ(x)|dx = 1 ⩽M.

(3) 对任意 η > 0, 有

∫
|x|>η

|Kδ(x)|dx→ 0, 当 δ → 0 .

上述的性质是不难得到的, 从而有

定理 3.6. {Kδ}δ>0 是一族好核, 随着 δ → 0.

定义 Schwartz 空间上的卷积如下

(f ∗ g)(x) =
∫ ∞

−∞
f(t)g(x− t)dt.

对于固定的 x 函数 f(t)g(x− t) 是速降函数, 类似之前的好核定理, 有

定理 3.7. 若函数 f(x) ∈ S(R), 则
(f ∗Kδ)(x) → f(x)

关于 x 是一致的, 当 δ → 0.

这是经典的做差分段估计, 不再赘述.
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3.4 Fourier 反演

定理 3.8 (乘法公式). 若 f, g ∈ S(R), 则∫ ∞

−∞
f(x)ĝ(x)dx =

∫ ∞

−∞
f̂(y)g(y)dy.

证明. 这个定理涉及无穷区间上的交换次序, 但是只要将函数考虑成缓减函数

F (x, y) ⩽ A

(1 + x2)(1 + y2)
.

这个积分的交换次序是正确的,从而速降函数的积分交换也正确.其中可以令 F (x, y) = f(x)g(y)e−2πixy.

定理 3.9 (Fourier 反演公式). 若 f(x) ∈ S(R), 则

f(x) =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πixξdξ.

证明. 首先考虑 x = 0 的情况. 设 Gδ(x) = e−πδx2 , 则 Ĝδ = Kδ(ξ). 利用乘法公式, 有∫ ∞

−∞
f(x)Kδ(x)dx =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)Gδ(ξ)dx.

左右同时令 δ → 0, 并利用一致性交换次序, 则有

f(0) =

∫ ∞

−∞
f(ξ)dξ.

一般的, 考虑 f(x+ y) = g(y), 再做换元即可.

至此, 可以得出 Fourier 变换是 Schwartz 空间上的双射的结论, 但这个结论并不是展开计算得
到的, 展开计算得到名为 Fourier 积分定理的公式, 算是上述结论的推论.

3.5 Plancherel 公式

已经将 Fourier 级数推广为了 Fourier 变换, 接下的结果就是将 Parseval 恒等式推广为积分形
式.

首先要铺垫以下关于 Schwartz 空间的函数性质.

定理 3.10. 若函数 f, g ∈ S(R), 则

(1) f ∗ g ∈ S(R)

.(2) f ∗ g = g ∗ f.

(3) (̂f ∗ g)(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ).

证明. 其中相对麻烦的是性质 (1). 首先, 对任意 l ⩾ 0, 有如下不等式

sup
x

|x|l|g(x− y)| ⩽ Al(1 + |y|)l.
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这个不等式的证明就是二项式定理的应用, 展开即可验证. 从而有

sup
x

|xl(f ∗ g)(x)| ⩽ Al

∫ ∞

−∞
|f(y)|(1 + |y|)l <∞.

因此函数 xl(f ∗ g)(x) 是有界的, 对任意 l ⩾ 0. 从而是可以让积分和求导交换次序的, 因此不难见
到 (f ∗ g) ∈ S(R).

对于另外两条性质, 一个是换元法, 一个是交换积分次序, 都不算困难.

定义 3.3. Schwartz 空间上配备 Hermitian 内积及其诱导范数如下

(f, g) =

∫ ∞

−∞
f(x)g(x)dx.

||f || =
(∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx

)1/2

.

定理 3.11 (Plancherel 公式). 若函数 f ∈ S(R), 则 ||f̂ || = ||f ||.

证明. 若函数 f ∈ S(R), 则定义 f ♭ = f(−x), h = f ∗ f ♭. 有

ĥ(ξ) = |f̂(ξ)|2, h(0) =
∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx = ||f ||2.

利用反演公式, 有

h(0) =

∫ ∞

−∞
ĥ(ξ)dξ = ||f̂ ||2.

从而有 ||f || = ||f̂ ||.

事实上, 之前引入 Schwartz 空间是希望函数的 Fourier 变换仍然保留着与原来相近的性质. 对
于缓减函数类M(R), 若是在必要时限制函数的 Fourier 变换仍是缓减的, 那么也能将之前的结果推
广出来.

通过与之前相似的计算, 有如下结果.

定理 3.12. 若函数 f, g ∈ M(R), 则有如下性质

(1) f ∗ g ∈ M(R).

(2) f̂ ∗ g = f̂ ĝ.

(3)

∫ ∞

−∞
f(x)ĝ(x)dx =

∫ ∞

−∞
f̂(y)g(y)dy.

(4) 在函数 f 的 Fourier 变换 f̂ 还是缓减的情况下, 有f(x) =
∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πixξdξ,和||f || = ||f̂ ||.

定理 3.13 (Weierstrass 逼近定理). 令 f 为紧集 [a, b] ⊆ R 上的连续函数, 则对任意 ε > 0, 存在多项
式 P , 使得

sup
x∈[a,b]

|f(x)− P (x)| < ε.

也就是说 f 可以被多项式一致逼近.



青冥 随笔 21

证明. 首先对原来的函数做延拓, 使得有连续函数 g 定义在 R 上, 并满足有区间 [a, b] ⊆ [−M,M ] ⊆
R 使得 g 在 [−M,M ] 外为零, 且 g(x) = f(x), 当 x ∈ [a, b], 以及 |g| ⩽ B. 此时利用好核 Kδ 就有足

够小的 δ0 > 0, 使得
|g(x)− (g ∗Kδ0)(x)| < ε/2, ∀x ∈ R.

将指数函数用其 Taylor 多项式做逼近, 有多项式

R(x) = δ
−1/2
0

N∑
n=0

(−πx2/δ0)
n!

使得对 x ∈ [−2M, 2M ], 有

|Kδ0 −R(x)| ⩽ ε

4MB
, ∀x ∈ [−2M, 2M ].

此时对 x ∈ [−M,M ], 有

|(g ∗Kδ0)(x)− (g ∗R)(x)| =

∣∣∣∣∣
∫ M

−M

g(t)[Kδ0(x− t)−R(x− t)]dt

∣∣∣∣∣
⩽
∫ M

−M

|g(t)||Kδ0(x− t)−R(x− t)|dt

⩽ 2MB sup
z∈[−2M,2M ]

|Kδ0(z)−R(z)|

< ε/2.

最后用三角不等式得到估计式

|f(x)− (g ∗R)(x)| < ε, x ∈ [a, b].

其中还要注意 (g ∗R)(x) 二项式展开后显然是多项式.

3.6 PDE 中的应用

已知 Fourier 能建立其微分和乘法的关系, 以下将这一事实应用到解 PDE 中.
首先考虑实直线上的时间依赖的热方程.将 t时刻 x处的温度记为 u(x, t).初值定义为 u(x, 0) =

f(x). 此时要解的是如下热方程
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
.

对上式的变量 x 做 Fourier 变换, 得到如下式子

∂û

∂t
(ξ, t) = −4π2ξ2û(ξ, t).

固定变量 ξ, 解 ODE 得下式
û(ξ, t) = A(ξ)e−4π2ξ2t.

代入 t = 0, 得 A(ξ) = f̂(ξ), 从而有

û(ξ, t) = f̂(ξ)e−4π2ξ2t.
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做 Fourier 反演, 得下式

u(x, t) =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e−4π2ξ2te2πixξdξ

=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(y)e−2πiyξdy

)
e−4π2ξ2te2πixξdξ

=

∫ ∞

−∞
f(y)

(∫ ∞

−∞
e−4π2ξ2te−2πi(y−x)ξdξ

)
dy

=

∫ ∞

−∞
f(y)K4πt(y − x)dy = (f ∗ Ht)(x).

注 . 上面的计算是在默认函数有较好性质时的计算, 最后用到了好函数积分时的交换次序, 同时利
用了核 Kδ 的积分, 并定义了线热核 Ht(x) = K4πt(x).

由于核 Kδ, 是好核, 不难得出以下结果.

定理 3.14. 给定 f ∈ S(R), 令
u(x, t) = (f ∗ Ht)(x), t > 0,

则有以下结果.

(1) u 是 C2 的, 当 x ∈ R, t > 0 时, 且 u 时直线热方程的解.

(2) u(x, t) → f(x) 对于 x 是一致的, 当 t→ 0 时.

(3)

∫ ∞

−∞
|u(x, y)− f(x)|2dx→ 0, 当 y → 0.

证明. 前两条的验证是容易的.
对于 (3), 对固定的 y, 由 Plancherel 公式, 有

||u− f ||2 = ||û− f̂ ||2 =

∫ ∞

−∞
|f̂(ξ)|2|e−4π2ξ2t − 1|2dξ.

此时做熟悉的分段估计知结论成立.

之前提到 Schwartz 空间上的函数的有界不是一致的, 这里有个不同的结果.

定理 3.15. u(∗, t) ∈ S(R) 对 t 是一致的, 也即对每个 T > 0, 有

sup
x∈R

0<t<T

|x|k
∣∣∣∣ ∂l∂xl u(x, t)

∣∣∣∣ <∞, 对每个 k, l > 0.

证明. 先证明对多项式的乘法成立.

|u(x, t)| = |
∫ ∞

−∞
f(x− y)Ht(y)dy|

⩽
(∫

|y|⩽|x|/2
+

∫
|y|⩾|x|/2

)
|f(x− y)Ht(y)dy|

⩽ CN

(1 + |x|)N
+

C√
t
e−cx2/t.

这里的 N 的选取是任意的, 从而对乘法成立, 而对于求导, 利用封闭性做替换即可, 因此略去.
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事实上, 以上只讨论了 u 是热方程的解, 以及这个解的一些性质, 但是尚不知道这个解是否唯
一, 这个解在一定的条件下其实是唯一的, 比如如下条件.

定理 3.16. 设 u(x, t) 满足如下条件

(1) u 在 R2
+ 上连续.

(2) u 满足线热方程.
(3) u 满足边界条件 u(x, 0) = 0.
(4) u(∗, t) ∈ S(R) 对 t 是一致的.

此时, u = 0.

证明. 采用能量法解决该问题. 定义如下能量函数

E(t) =

∫ ∞

−∞
|u(x, t)|2dx.

显然有 E(t) ⩾ 0 成立. 考虑能量对时间的导数. 由条件, 交换次序得

d

dt
E(t) =

∫ ∞

−∞
(∂tuū+ ∂tūu)dx.

利用热方程和分部积分得

d

dt
E(t) =

∫
R
(∂2xuū+ u∂2xū)dx = −

∫
R
|∂xu|2dx ⩽ 0.

由于 E(0) = 0, 可知 E(t) = 0, 由连续性即得 u(x, t) = 0.

对于唯一性, 有更弱的条件, 也有条件不足从而不唯一的例子.
接下来讨论上半圆盘的稳态热方程, 也就是 R2

+ 上的如下方程

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

其中边界条件为 u(x, 0) = f(x).仿照线热方程中的处理,固定变量 y做 Fourier变换,利用 Fourier变
换的性质得到如下 ODE

−4πξ2û(ξ, y) +
∂û

∂y2
(ξ, y) = 0.

解该方程得

û(ξ, y) = A(ξ)e−2π|ξ|y +B(ξ)e2π|ξ|y.

考虑其中较好得解, 把后一项丢掉, 从而只考虑以下解

û(ξ, y) = f̂(ξ)e−2π|ξ|y.

做 Fourier 反演得

u(x, y) =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e−2π|ξ|ye2πixξdξ

=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(t)e−2πitξdt

)
e−2π|ξ|ye2πixξdξ

=

∫ ∞

−∞
f(y)

(∫ ∞

−∞
e−2π|ξ|ye−2πi(t−x)ξdξ

)
dt

=

∫ ∞

−∞
f(y)

(
1

π

y

y2 + (t− x)2

)
dt = (f ∗ Py)(x).
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注 . 上述的计算仍然是在默认函数性质良好时进行的, 其中定义了一个核, 称为上半平面的 Pois-
son 核. 其具体为

Py(x) =
1

π

y

y2 + x2
, x ∈ R, y > 0.

对于其核积分有如下恒等式 ∫ ∞

−∞
e−2π|ξ|ye2πixξdξ = Py(x),∫ ∞

−∞
Py(x)e

−2πixξdx = e−2π|ξ|y.

由上面的计算知半平面的热稳方程离不开对 Poisson 核的研究.

定理 3.17. Poisson 核是好核, 当 y → 0.

证明. 对上述的第二个恒等式取 ξ = 0 即知
∫∞
−∞ Py(x)dx = 1,

∫∞
−∞ |Py(x)|dx = 1.

对于给定的 δ > 0, 则有∫ ∞

δ

1

π

y

y2 + x2
=

1

π
arctan(

x

y
)

∣∣∣∣∞
δ

=
π

2
− arctan(

δ

y
).

由于 δ 是给定的, 从而积分
∫∞
δ

1
π

y
y2+x2 → 0, 当 y → 0. 最后由 Poisson 核是偶的得证.

现在总结以上的讨论.

定理 3.18. 给定 f ∈ S(R), 令 u(x, y) = (f ∗ Py)(x). 则
(1) u(x, y) 是 C2 的, 在 R2

+ 上, 并且 ∆u = 0.
(2) u(x, y) → f(x) 是一致的, 当 y → 0 时.
(3) ||u− f || → 0, 当 y → 0.
(4) 若 u(x, 0) = f(x), 则 u 是 R2

+ 上的连续函数, 并且有

u(x, y) → 0, 当 |x|+ y → ∞.

证明. 定理的前三条证明与线热方程是完全类似的.
(4) 的证明相对不同. 一个想法是分别估计出两个上界, 分别被无穷远的 x 或 y 化零. (f ∗

Py)(x) 的主要部分是 ∫ ∞

−∞
f(x− t)

y

y2 + t2
dt.

函数 f ∈ S(R), 由 Py(x) ⩽ c/y, 从而有 (f ∗ Py)(x) ⩽ C/y.
要估计一个关于 x的界,这时就要对根据 x对 y进行分段.具体为,当 |t| < |x|/2时, 由 f(x−t) ∈

S(R), 有
f(x− t) ⩽ c

1 + (x− t)2
⩽ c

1 + x2/4
= O(

1

1 + x2
).

当 |t| ⩾ |x|/2 时, 有
Py(t) ⩽

y

y2 + x2/4
= O(

y

y2 + x2
).

利用两部分的有界性即可得到上界

|(f ∗ Py)(x)| ⩽ C

(
1

1 + x2
+

y

y2 + x2

)
.
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为了半平面的稳热方程的唯一性问题, 首先要考虑调和函数的平均值定理.

定理 3.19 (平均值定理). 设 Ω 是 R2 中的开集, u 是 C2 函数且在 Ω 上有 ∆u = 0. 若有 Ω 中以

点 (x, y) 为中心, 以 R 为半径的闭圆盘, 则有

u(x, y) =
1

2π

∫ 2π

0

u(x+ r cos θ, y + r sin θ)dθ

对任意 0 ⩽ r ⩽ R 成立.

证明. 定义 U(r, θ) = u(x+ r cos θ, y + r sin θ). 利用极坐标换元得

∆u =
∂2U

∂θ2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2U

∂θ2
= 0.

也即

0 =
∂2U

∂θ2
+ r

∂

∂r

(
r
∂U

∂r

)
.

若定义 F (r) = 1
2π

∫ 2π

0
U(r, θ)dθ, 则对上式的 θ 积分得,

r
∂

∂r

(
r
∂F

∂r

)
=

1

2π

∫ 2π

0

−∂
2U

∂θ2
(r, θ)dθ.

由于右端的周期性, 有 r ∂
∂r

(
r ∂F∂r

)
= 0, 利用连续性可以看到 F 是常数, 从而定理得证.

至此, 叙述唯一性定理如下.

定理 3.20. 设 u 是 R2
+ 上的连续函数, 在 R2

+ 上满足 ∆u = 0, 且 u(x, 0) = 0, 且 u(x, y) 在无穷远处

为零, 则 u = 0.

证明. 使用反证法. 设上半平面的内点 (x0, y0) 使得 u(x0, y0) > 0. 此时可以找到充分大的闭半圆
盘 D+

R = {(x, y) : x2 + y2 ⩽ R, y ⩾ 0}, 使得对 ∀(x, y) /∈ D+
R , u(x, y) ⩽ 1

2u(x0, y0). 上半圆
盘 D+

R 是紧的, 从而有 (x1, y1) ∈ D+
R , 满足其为该紧集上的最大值点, 其中 u(x1, y1) =M .

由于平均值原理和连续性知, 此时函数在边界处非零, 矛盾.

3.7 Poisson 求和公式

以上讨论的 Fourier变换是希望得到 Fourier级数的连续版本,并将其应用到实直线的函数上.接
下来将揭示圆上函数和直线上的函数的联系.
首先给定一个 Schwartz 空间上的函数 f , 定义如下函数

F1(x) =

∞∑
n=−∞

f(x+ n).

利用缓减函数的放缩即可知其在 R的任意紧子集上绝对且一致收敛,因此 F1(x)连续.不难看出 1是

其周期, 因此 F1 被称为 f 的周期化.
将 f 周期化还有一种方式, 对照 Fourier 反演公式, 将积分改为求和得

F2 =

∞∑
n=−∞

f̂(n)e2πinx.

F2 也是连续的, 且周期为 1. 有趣的是两种方式得到的函数是一样的.
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定理 3.21 (Poisson 求和公式). 若 f ∈ S(R), 则
∞∑

n=−∞
f(x+ n) =

∞∑
n=−∞

f̂(n)e2πinx.

特别的, 当 x = 0 时, 有
∞∑

n=−∞
f(n) =

∞∑
n=−∞

f̂(n).

证明. 对于连续函数, 可以通过计算其 Fourier 系数来证明其函数相同. 逐项积分计算如下∫ 1

0

( ∞∑
n=−∞

f(x+ n)

)
e2πimxdx =

∞∑
n=−∞

∫ 1

0

f(x+ n)e−2πimxdx

=

∞∑
n=−∞

∫ n+1

n

f(y)e−2πimydy

=

∫ ∞

−∞
f(y)e−2πimydy

= f̂(m).

注 . 在证明中只要求其能逐项积分, 这对缓减函数也是成立的, 证明完全一样.

3.8 Theta 和 zeta 函数

定义 theta 函数 ϑ(s) 在 s > 0 时为

ϑ(s) =

∞∑
n=−∞

e−πn2s.

这个定义保证了其收敛性.

注 . 这个函数一般是定义在格 (lattice) 上的, 这里的讨论有了较多的限制. 这个函数在历史上与不少
经典的数论问题有关, 后来与更现代的问题也有关.

定理 3.22. s−1/2ϑ(1/s) = ϑ(s), 当 s > 0.

证明. 利用 Poisson 公式计算如下

RHS =

∞∑
n=−∞

e−πn2s = s−1/2
∞∑

n=−∞

∫ ∞

−∞
e−πn2xe−2πinxdx

= s−1/2
∞∑

n=−∞
e−πn2/s

= s−1/2ϑ(1/s) = LHS.

定义 zeta 函数 ζ(s) 在 s > 1 时为

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
.
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定义广义的 Theta 函数 Θ(z|τ) 在 Im(τ) > 0 和 z ∈ C 时为

Θ(z|τ) =
∞∑

n=−∞
eiπn

2τe2πinz.

从而有 ϑ(s) = Θ(0|is).

3.9 热核和 Poisson 核

现在考虑圆上的热方程如下
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
.

其满足边界条件 u(x, 0) = f(x), 其中 f 以 1 为周期.
利用特殊的假设 (变量无关), 给出上述方程的一个解如下

u(x, t) = (f ∗Ht)(x).

其中卷积是定义在长度为 1 的区间上的, Ht(x) 称为圆上的热核, 具体写为

Ht(x) =

∞∑
n=−∞

e−4π2n2t.

利用之前的广义 Theta 函数, 上述的圆热核可以写为 Ht(x) = Θ(x|4πit).
回忆之前的线热核

Ht(x) =
1

(4πt)1/2
e−x2/4t, Ĥt(ξ) = e−4π2ξ2t.

定理 3.23. 圆热核是线热核的周期化, 即

Ht(x) =

∞∑
n=−∞

Ht(x+ n).

证明. 由 Poisson 求和公式直接得到.

推论 3.24. 圆热核 Ht(x) 是好核, 当 t→ 0.

证明. 首先有
∫
|x|⩽1/2

Ht(x)dx = 1, 又线热核满足 Ht(x) > 0, 因此有
∫
|x|⩽1/2

|Ht(x)|dx = 1 <∞.
现在在 |x| ⩽ 1/2 时记

Ht(x) = Ht(x) + Et(x),

即为

Et(x) =
1√
4πt

∑
|n|⩾1

e−(x+n)2/4t

⩽ C√
t

∞∑
n=1

e−cn2/t

⩽ C√
t

∞∑
n=1

ec1/t+c2n
2

⩽ C ′
√
t
ec1/t.

从而
∫
|x|⩽1/2

Et(x)dx→ 0, 当 t→ 0. 又因为线热核是好核, 从而圆热核是好核.
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之前讨论过 Poisson 核和半平面的 Poisson 核

Pr(θ) =

∞∑
n=−∞

r|n|einθ =
1− r2

1− 2r cos θ + r2
, Py(x) =

1

π

y

x2 + y2
.

由于

P̂y(ξ) = e−2π|ξ|y,

当 r = e−2πy 时, 有
∞∑

n=−∞
Py(x+ n) =

∞∑
n=−∞

e−2π|n|ye2πinx =

∞∑
n=−∞

r|n|ein(2πx) = Pr(2πx).

3.10 Heisenberg 不确定性原理

以下考虑最简单的版本.

定理 3.25. 设 ψ ∈ S(R), 满足正规化条件
∫∞
−∞ |ψ(x)|2dx = 1. 则(∫ ∞

−∞
x2|ψ(x)|2dx

)(∫ ∞

−∞
ξ2|ψ̂(ξ)|2dξ

)
⩾ 1

16π2
.

证明. 计算如下

1 =

∫ ∞

−∞
|ψ(x)|2dx = −2

∫ ∞

−∞

(
xψ′(x)ψ(x) + xψ(x)ψ′(x)

)
dx

⩽ 2

∫ ∞

−∞
|x||ψ(x)||ψ′(x)|dx ⩽ 2

(∫ ∞

−∞
x2|ψ(x)|2dx

)1/2(∫ ∞

−∞
|ψ′(x)|2dx

)1/2

⩽ 2||ψ′||
(∫ ∞

−∞
x2|ψ(x)|2dx

)1/2

= 2||ψ̂′||
(∫ ∞

−∞
x2|ψ(x)|2dx

)1/2

= 2

(
4π2

∫ ∞

−∞
ξ2|ψ̂(ξ)|2dξ

)1/2(∫ ∞

−∞
x2|ψ(x)|2dx

)1/2

= 4π

(∫ ∞

−∞
x2|ψ(x)|2dx

)1/2(∫ ∞

−∞
ξ2|ψ̂(ξ)|2dξ

)1/2

.

其中的积分式具有概率意义, 因此也与量子力学相关, 具体意义笔者不知.

3.11 习题中的补充内容

以下简单列举一些习题中的结论.
(1) 当 f 是连续紧支函数, 且 f 和 f̂ 均为缓减函数时, 可以通过 Riemann 和, 分三段进行积分

估计, 从而得到 Fourier 反演公式.

(2) 特征函数 f(x) = χ[−1,1] =

 1 |x| ⩽ 1,

0 其他.
和函数 g(x) =

 1− |x| |x| ⩽ 1,

0 其他.
的 Fourier 变

换如下

f̂(ξ) =
sin 2πξ

πξ
, ĝ(ξ) =

(
sinπξ
πξ

)2

.
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(3) 若函数 f 为缓减函数, 其 Fourier 变换的衰减性能反映函数的光滑性, 若 f̂ 是连续的. 具体
的, 当 α ∈ (0, 1) 时, 若有

f̂ = O(
1

|ξ|1+α
), ξ → ∞,

则有 M > 0 使得

|f(x+ h)− f(x)| ⩽M |h|α.

(4) 鼓包函数 (bump function) 可以用于光滑连接, 其函数表达式为

f(x) = e−1/(x−a)e−1/(b−x).

(5)积分估算的核心之一是分段处理,本书在处理卷积的常用手段是,对固定的 x,考虑 |y|和 |x|/2的
关系.

(6) 若记 Fourier 变换为算子 F , 则有 F2 = −I, 有 F4 = I. 因此缓减函数中的, 能满足 f̂ 仍是

缓减函数的那些函数, 处理起来会有很多好的性质, 至少继承了 S(R) 上的很多结论.
(7) 直线上的 Fejér 核定义为

FR(t) =

R
( sin πtR

πtR

)2
t ̸= 0,

R t = 0.

其为好核, 且 Cesàro 和中的 Fejér 核实际上有

FN (x) =

∞∑
n=−∞

FN (x+ n).

(8) 直线上的 Dirichlet 核定义为

DR(x) = ̂χ[ −R,R](x) =
sin(2πRx)

πx
,

那么就有 ∫ R

−R

f̂(ξ)e2πixξdξ = (f ∗ χ[ −R,R])(x).

这里的定义顺序和书上相反. 类似的, 有
∞∑

n=−∞
DN (x+ n) = D∗

N (x) = DN−1(x) +
1

2
(e−2πiNx + e2πiNx).

(9) 缓减函数 f 的 Fourier 变换若是紧支的, 则由 f 在 Z 上的取值就能确定 f , 仔细考虑 Pois-
son 公式的证明, 可以知道其条件可以适当放松, 因此可以推得

f(x) =

∞∑
n=−∞

f(n)K(x− n), K(y) =
sinπy
πy

.

推广 Poisson 公式为如下形式
∞∑

n=−∞
f(x+

n

λ
) =

∞∑
n=−∞

f̂(λn)e2πinλx.

能推得下式

f(x) =

∞∑
n=−∞

1

λ
f
(n
λ

)
Kλ

(
x− n

λ

)
, Kλ(y) =

cosπy − cosπλy
π2(λ− 1)y2

.

(10) 一个经典结论, 连续函数 f 和其 Fourier 变换 f̂ 不能同时是紧支的, 除非均为零. 这个结论
被视为与不确定性原理类似的, 毕竟紧支这一条件和集中分布是类似的. 这个结论用到了之前证明过
的 Lipschitz 函数的 Fourier 级数收敛.
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4 Rd 上的 Fourier 变换

4.1 R 到 Rd 的推广

首先明确一些记号如下.
记号 x 指代 d 元数组 (x1, · · · , xd). 定义范数 |x| 如下

|x| = (x21 + · · ·+ x2d)
1/2.

给定一个非负整数的 d 元数组 (或是称为多重指标) α = (α1, · · · , αd), 则单项式 xα 定义为

xα = xα1
1 · · ·xαd

d .

微分算子 (∂/∂x)α 定义为(
∂

∂x

)α

=

(
∂

∂x1

)α1

· · ·
(

∂

∂xd

)αd

=
∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαd

d

,

其中 |α| = α1 + · · ·+ αd.

定义 4.1. 称定义在 Rd 上的连续复值函数 f 为速降函数, 若其对每个指标 α 满足函数 |xαf(x) 是有
界的, 也即

sup
x∈Rd

|xα||f(x)| <∞, ∀α ∈ Rd
⩾0.

注 . 等价的定义是如下式子

sup
x∈Rd

|x|k|f(x)| <∞, ∀k = 0, 1, · · · .

对上述定义的速降函数可以类似定义 (用 Cauchy列)其反常积分
∫
Rd f(x)dx,这里不再赘述. 事

实上, 若只要求函数反常可积, 只需要推广之前对缓减函数的定义如下

sup
x∈Rd

|x|d+ε|f(x)| <∞.

类似的, 取 ε = 1 也是合适的.
接下来定义高维的 Schwartz 空间 S(Rd), 其包含的函数 f 为满足如下性质的光滑函数

sup
x∈Rd

∣∣∣∣∣xα
(
∂

∂x

)β

f(x)

∣∣∣∣∣ <∞, ∀α, β.

从定义上看, Schwartz 函数就是各阶导数均为速降函数的光滑函数.
Schwartz 函数的 Fourier 变换定义如下∫

Rd

f(x)e−2πix·ξdx.

完全类似的, Fourier 变换具有如下的性质.
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定理 4.1. 令函数 f ∈ S(Rd), 则

(1) f(x+ h) → f̂(ξ)e2πih·ξ, ∀h ∈ Rd.

(2) f(x)e−2πix·h → f̂(ξ + h), ∀h ∈ Rd.

(3) f(δx) → δ−df̂(δ−1ξ), ∀δ > 0.

(4)

(
∂

∂x

)α

f(x) → (2πiξ)αf̂(ξ).

(5) (−2πix)αf(x) →
(
∂

∂x

)α

f̂(ξ).

(6) f(Rx) → f̂(Rx), 其中 R 为旋转 (也就是正交矩阵).

这些性质的计算是直接的, 其中的关键是一些分量计算, 以及最后的换元. 利用性质 (4) 和性质
(5) 立刻看出下面的推论.

推论 4.2. Fourier 变换将 S(Rd) 映射到 S(Rd).

称一个函数 f 是径向的, 若函数取值仅依赖于 |x|, 也就是说, 存在函数 f0(u) 定义在 u ⩾ 0 上,
使得 f(x) = f0(|x|). 可以注意到, 函数是径向的当且仅当 f(Rx) = f(x) 对任意旋转变换 R 成立.
现在对 S 上的函数说明 Fourier 反演公式和 Plancherel 公式.

定理 4.3. 设函数 f ∈ S. 则 ∫
Rd

f̂(ξ)e2πix·ξdξ.

以及 ∫
Rd

|f̂(ξ)|2dξ =
∫
Rd

|f(x)|2dx.

证明. (1) 推广高斯函数 e−πx2

为 e−π|x|2 . 直接计算如下∫
Rd

e−π|x|2e−2πix·ξdx =

∫
Rd−1

e−π|x′|2e−2πix′·ξ′dx′
(∫

R
e−πx2

1e−2πix1ξ1dx1

)
= e−πξ21

∫
Rd−1

e−π|x′|2e−2πix′·ξ′dx′

= e−π(ξ21+···ξ2d) = e−π|ξ|2 .

(2) 计算高斯函数的换元形式, 并构造好核. 设 δ > 0, 直接计算如下

̂e−πδ|x|2(ξ) =

∫
Rd

e−πδ|x|2e−2πix·ξdx

= δ−d/2

(∫
Rd

e−π|δ1/2x|2e−2πi(δ1/2x)·(δ−1/2ξ)d(δ1/2x)

)
= δ−d/2e−π|ξ|2/δ.

定义 Kδ(x) = δ−d/2e−π|ξ|2/δ. 直接计算得到下述式子.

(1)

∫
Rd

δ−d/2e−π|x|2/δdx = 1,

(2)

∫
Rd

|δ−d/2e−π|x|2/δ|dx = 1,

(3)

∫
|x|⩾η

|Kδ(x)|dx =

∫
|x|⩾η/δ

e−π|x|2dx ⩽ max
i∈{1,··· ,d}

(∫
xi⩾η/δ

e−πx2
i dxi

)
→ 0, δ → 0.
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从而 Kδ(x) 是一族好核, 因此有 ∫
Rd

Kδ(x)F (x)dx→ F (0), δ → 0,

这是因为 F (x) 是 Schwartz 函数.
(3) 接下来在 f, g ∈ S 时引入乘法公式∫

Rd

f(x)ĝ(x)dx =

∫
Rd

f̂(x)g(x)dx.

只要考虑函数 f(x)g(y)e−2πix·y 在 Rd × Rd 上的积分即可.
(4) 现在推导 Fourier 反演公式, 利用之前的好核直接计算如下

f(0) = lim
δ→0

∫
Rd

f(x)Kδ(−x)dx = lim
δ→0

∫
Rd

f̂(ξ)e−πδ|ξ|2dξ =

∫
Rd

f̂(ξ)dξ.

再令函数 F (y) = f(x+ y), 则

f(x) = F (0) =

∫
Rd

F̂ (ξ)dξ =

∫
Rd

f̂(ξ)e2πix·ξdξ.

(5) 最后推导 Plancherel 公式. 记 f ♭ = f(−x). 定义 S 上的卷积为

(f ∗ g)(x) =
∫
Rd

f(y)g(x− y)dy.

计算得 f̂ ∗ g = f̂ ĝ 和 f ∗ g = g ∗ f . 令 h = f ∗ f ♭, 注意到 f̂ ♭ =
¯̂
f , 就有 ĥ = |f̂ |2, 从而有

||f ||2 = (f ∗ f ♭)(0) = h(0) =

∫
Rd

ĥ(ξ)dξ = ||f̂ ||2.

4.2 Rd × R 上的波动方程

波动方程的一般形式为
∂2u

∂x21
+ · · ·+ ∂2u

∂x2d
=

1

c2
∂2u

∂t2
.

定义 d 维的 Laplace 算子为

∆ =
∂2

∂x21
+ · · ·+ ∂2

∂x2d
.

简化方程为

∆u =
∂2u

∂t2
.

对于如下初始条件

u(x, 0) = f(x),
∂u

∂t
(x, 0) = g(x),

其中 f, g ∈ S, 这称为波动方程的 Cauchy 问题.
用之前的方式, 逐项将求导变成乘法, 得到下面的式子

−4π|ξ|2û(ξ, t) = ∂2û

∂t2
(ξ, t).

解 ODE 得
û(ξ, t) = A(ξ) cos(2π|ξ|t) +B(ξ) sin(2π|ξ|t).

代入初值得

û = f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ(ξ)
sin(2π|ξ|t)

2π|ξ|
.
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定理 4.4. 波动方程的 Cauchy 问题的一个解是

u(x, t) =

∫
Rd

[
f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|

]
e2πix·ξdξ.

证明. 直接交换次序求导并验证边值即可.

对于唯一性, 其实并不是很好说明, 但是可以先部分的考虑这个问题.

定理 4.5. 若定义能量函数如下

E(t) =

∫
Rd

(∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣2 + · · ·+
∣∣∣∣ ∂u∂xd

∣∣∣∣2
)
dx.

那么之前讨论的解是能量守恒的, 也就是 E(t) = E(0) 对 ∀t ∈ R 成立.

证明. 直接暴力计算得∫
Rd

∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣2 dx =

∫
Rd

∣∣∣−2π|ξ|f̂(ξ) sin(2π|ξ|t) + ĝ(ξ) cos(2π|ξ|t)
∣∣∣2 dξ.

以及 ∫
Rd

d∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣2 =

∫
Rd

∣∣∣2π|ξ|f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ(ξ) sin(2π|ξ|t)
∣∣∣2 dξ.

利用勾股定理有

E(t) =

∫
Rd

(4π2|ξ|2|f̂(ξ)|2 + |ĝ(ξ)|2)dξ = E(0).

现在考虑解的具体形式, 这是因为在一维时有 d’Alembert 公式

u(x, t) =
f(x+ t) + f(x− t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t

g(y)dy

=
∂

∂t
(t

1

2t

∫ x+t

x−t

f(y)dy) + t
1

2t

∫ x+t

x−t

g(y)dy.

这个解可以解释为两个部分, 且具有某种形式上的统一性.

4.3 R3 × R 的波动方程

球面的边界均值定义如下

Mt(f)(x) =
1

4π

∫
S2

f(x− tγ)dσ(γ),

其中 S2 为单位球面, 上面实际是以 x 点为球心, 以 t 为半径的球面均值. 利用几何直观可以想
象,Mt(f)(x) 的衰减速度很快.

引理 4.6. 若 f ∈ S 且 t 固定, 则 Mt(f)(x) ∈ S. 进一步, Mt(f) 对 t 是任意可微的, 且各阶导数也是
S 的.
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证明. 令 F (x) =Mt(f)(x), 先验证其为速降函数. 计算如下

|f(x− tγ)| ⩽


AN

1+x2/4 |tγ| ⩽ |x|/2;
AN

1+(3/2)NxN |tγ| ⩾ |x|/2.

由于这里的 N 是任取的, 立刻有 Mt(f) 是速降的. 现在还要说明可微性, 希望有(
∂

∂x

)α

F (x) =Mt(f
(α))(x).

按照定义对分量计算

F (x1 + h, x2, x3)− F (x1, x2, x3)

h
=

1

4π

∫
S2

f(x1 + e1h− tγ)− f(x1 + e1h− tγ)

h
dσ(γ).

注意到一致性, 可以交换次序, 再利用封闭性, 得到想要的结论.

为了接下来的一个计算, 还要以下结果.

引理 4.7. 1

4π

∫
S2

e−2πiξ·γ dσ(γ) =
sin(2π|ξ|)

2π|ξ|
.

证明. 注意到左端是径向的, 极坐标换元并选取简单的方向

1

4π

∫
S2

e−2πiR(ξ)·γdσ(γ) =
1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

e−2πi|ξ| cos θ sin θdθdφ =
sin(2π|ξ|)

2π|ξ|

至此, 可以计算 M̂t(f)(ξ). 在形式上, Mt(f) 可视作 f 和面元 dσ 的卷积. 计算如下

M̂t(f)(ξ) =

∫
R3

e−2πix·ξ
(

1

4π

∫
S2

f(x− tγ)dσ(γ)

)
dx

=
1

4π

∫
S2

e−2πi(tξ)·γdσ(γ)

(∫
R3

f(x− tγ)−2πi(x−tγ)·ξdx

)
= f̂(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|t

.

现在可以处理 d = 3 的波动方程 Cauchy 问题.

定理 4.8. 方程的解由以下公式给出

u(x, t) =
∂

∂t
(tMt(f)(x)) + tMt(g)(x).

证明. 已知解为
u(x, t) =

∫
R3

[
f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ

sin(2π|ξ|t)
2πξ

]
e2πix·ξdξ.

那么

u1(x, t) =

∫
R3

f̂(ξ) cos(2π|ξ|t)e2πix·ξdξ

∂

∂t

(∫
R3

f̂(ξ)e2πix·ξdξ

∫ t

0

cos(2π|ξ|y)dy
)

∂

∂t
(tMt(f))(x).
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和

u2(x, t) =

∫
R3

ĝ(ξ)
sin(2π|ξ|t)

2π|ξ|
e2πix·ξdξ

= t

∫
R3

ĝ(ξ)
sin(2π|ξ|t)

2π|ξ|t
e2πix·ξdξ

= tMt(g)(x).

从而 u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) =
∂
∂t (tMt(f)(x)) + tMt(g)(x).

注 . 书上有一段关于 Huygens 原理的介绍, 几何直观上与物理中的确实是类似的.

4.4 R2 × R 的波动方程

想法是通过降维的方法来处理. 但是若是通过令 f̃(x1, x2, x3) = f(x1, x2) 的方式, 也就是让一个
变量为常数的降维方式, 得到的就不是 Schwartz 函数, 因此这样做是不行的. 考虑用紧集列逼近的方
式, 令 f̃(x1, x2, x3) = f(x1, x2)η(x3), 其中函数 η(x3) 在紧集上为常值 1, 而在紧集外光滑速降, 这样
就可以在紧集上得到方程的解, 进而扩张到全平面上.

以下做之前声明的紧集上的计算

Mt(f̃)(x) =
1

4π

∫
S2

f̃(x− tγ)dσ(γ)

=
1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

f̃(x1 − r sin θ cosφ, x2 − t sin θ sinφ, x3 − cos θ) sin θdθdφ.

=
1

2π

∫ 2π

0

∫ π
2

0

f(x1 − r sin θ cosφ, x2 − t sin θ sinφ) sin θdθdφ.

=
1

2π

∫
|y|⩽1

f(x− ty)
1√

1− |y|2
dy.

上面的 y 是二维的, 也就是说最后是球内的二重积分. 因此定义 M̃t(f)(x) 如下

M̃t(f)(x) =
1

2π

∫
|y|⩽1

f(x− ty)
1√

1− |y|2
dy.

那么按照所期望的, 解的形式为

u(x, t) =
∂

∂t
(tM̃t(f)(x)) + tM̃t(g)(x).

注 . (1) 事实上, 可以反过来验证这个解是之前那个解的等价形式, 但是验证也要先将二维函数扩充
为三维函数 (与思路中一致).

(2) 可以看到, 解与 Mt 和 M̃t 的值是完全对应的. 那么就注意到, 一维和三维的解只与边界 (球
面) 上的取值有关, 而二维时的解却与整个区域 (球) 上的取值有关. 参考现实中的光的传播和水波,
发现这些现象在整体上和解是吻合的.

4.5 径向对称和 Bessel 函数

径向函数的 Fourier 变换也是径向的, 那么记 f(x) = f0(|x|) 和 f̂(ξ) = F0(|ξ|), 并考虑两者的关
系.
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当 d = 1, 则
F0(ρ) = f̂(ρ) =

∫
R
f(x)e−2πix|ξ|dx

= 2

∫ ∞

0

f0(r) cos(2πrρ)dr.

当 d = 3, 则

F0(ρ) = f̂(ξ) =

∫
R3

f(x)e−2πix·ξdx

=

∫ ∞

0

∫ 2π

0

∫ π

0

f0(r)e
−2πir(ξ1 sin θ cos φ+ξ2 sin θ sin φ+ξ3 cos θ)r2 sin θdθdφdr

=

∫ ∞

0

f0(r)r
2dr

∫
S2

e−2πiγ·(rξ)dσ(γ)

=

∫ ∞

0

f0(r)r
2

(
4π

sin(2πrρ)
2πrρ

)
dr

= 2ρ−1

∫ ∞

0

f0(r)r sin(2πrρ)dr.

在处理偶数维数之前, 对 n ∈ Z 定义 Bessel 函数 Jn(ρ), 其为函数 eiρ sin θ 的第 n 个 Fourier 系
数, 即

Jn(ρ) =
1

2π

∫ 2π

0

eiρ sin θe−inθdθ.

由 Fourier 级数的收敛定理, 有

eiρ sin θ =

∞∑
n=−∞

Jn(ρ)e
inθ.

当 d = 2, 则
F0(ρ) = f̂((0,−ρ)) =

∫
R2

f(x)e−2πix·ξdx

=

∫ ∞

0

∫ 2π

0

f0(r)e
2πrρ sin θrdθdr

=

∫ ∞

0

J0(2πρr)f0(r)rdr.

注 . 对于偶数维, 以上的 Bessel 函数能给出对应的公式, 而对于奇数维, 则还要推广 Bessel 函数才
行. 同时, 径向函数的 Fourier 变换的径向形式也反映了奇数维和偶数维的差异.

4.6 Radon 变换及其应用

这个变换有很具体的现实意义, 也因此称为 X 射线变换. 以下只讨论 R3 上的 Radon 变换. 记平
面为 P, 则定义 Radon 变换如下

R(f)(P) =

∫
P
f.

为了方便, 将函数限制在 S 上, 并且由于平面可以通过单位向量 γ 定义为

Pt,γ = {x ∈ R3 : x · γ = t},

将 Radon 变换重写为

R(f)(t, γ) =

∫
Pt,γ

f(x)dx =

∫
R2

f(tγ + u1e1 + u2e2)du1du2.

其中向量 e1, e2, γ 是规范正交的.
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定理 4.9. 若 f ∈ S, 则 Radon 变换的定义是不依赖向量 e1, e2 的选取的, 进一步有∫ ∞

∞

(∫
Pt,γ

)
=

∫
R3

f(x)dx.

证明. 证明的核心是旋转变换.

变换后的函数是定义在 R× S2 上的, 类似考虑其上的 Schwartz 函数类.

定义 4.2. 称 f ∈ S(R× S2), 若光滑函数 f 对变量 t 对 γ 一致地满足 Schwartz 条件, 即

sup
t∈R, γ∈S2

|t|k
∣∣∣∣∂lF∂tl

∣∣∣∣ <∞ ∀k, l ⩾ 0.

这个定义的几何直观比较明显, 某种程度上可以说成在比较远处, 任何方向都能被一个径向的
Schwartz 函数控制, 这里的一致性应该是因为球面是紧的.

定理 4.10. 若 f ∈ S(R3), 则 R(f)(t, γ) ∈ S(R) 对每个固定的 γ 成立. 进一步有

R̂(f)(s, γ) = f̂(sγ).

注 . 左端的 Fourier 变换是一维的 Fourier 变换, 在 γ 是固定的情况下, 而右端的 Fourier 变换则是
三维的.

证明. 已知
R(f)(t, γ) =

∫
R2

f(tγ + u)du,

以及 f ∈ S(R3). 那么有
(1 + |t|)N (1 + |u|)N |f(tγ + u)| ⩽ AN

对每个正整数 N 成立.
从而对 u 积分知 R(f) 是速降的, 而对 t 的导数同理是速降的, 因此 R(f)(t, γ) ∈ S(R). 并且有

R̂(f)(s, γ) =

∫
R

(∫
R2

f(tγ + u)du

)
e−2πitsdt

=

∫
R

(∫
R2

f(tγ + u)du

)
e−2πi(sγ)·(tγ+u)dt

=

∫
R3

f(x)e−2πi(sγ)·xdx = f̂(sγ).

推论 4.11. 若 f, g ∈ S(R3) 且 R(f) = R(g), 则 f = g.

正如 Fourier 变换和 Fourier 反演一样, 希望 Radon 变换也是可逆的, 至少在 S 这一条件下. 事
实上,Radon 变换保留了足够的信息量. 因此, 处理逆变换是可能的.

给定函数 F 定义在 R× S2 上, 定义 Radon 变换的对偶变换 R∗ 为

R∗(F )(x) =

∫
S2

F (x · γ, γ)dσ(γ).
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这个定义有其几何意义, 但是被称为对偶更多是因为如下事实.
定义 V1 = S(R3) 和 V2 = S(R× S2), 以及对应的内积

(f, g)1 =

∫
R3

f(x)g(x)dx,

和

(F,G)2 =

∫
R

∫
S2

F (t, γ)G(t, γ)dσ(γ)dt.

在

R : V1 → V2, R∗ : V2 → V1,

的基础上, 可以计算得

(Rf, F )2 = (f,R∗F )1.

具体是

(f,R∗F ) =

∫
R3

f(x)R∗F (x)dx∫
R3

f(x)

∫
S2

F (x · γ, γ)dσ(γ)dx∫
S2

dσ(γ)

∫
R

∫
R2

f(tγ + u)F (t, γ)dudt∫
S2

dσ(γ)

∫
R
F (t, γ)dt

∫
R2

f(tγ + u)du∫
R

∫
S2

R(f)(t, γ)F (t, γ)dσ(γ)dt = (R(f), F )1.

最后, 在上述结果的基础上, 有如下结果.

定理 4.12. 若 f ∈ S(R3), 则

∆(R∗R(f)) = −8π2f.

证明. 已知

R(f)(t, γ) =

∫
R
f̂(sγ)e2πitsds.

从而

∆(R∗R(f)) =

∫
S2

∫
R
f̂(sγ)(−4π2s2)e2πix·γsdsdσ(γ)

= −4π2

∫
S2

∫
R
f̂(sγ)e2πix·γsdsdσ(γ)

= −4π2

∫
S2

(∫ ∞

0

+

∫ 0

−∞

)
f̂(sγ)e2πix·γsdsdσ(γ)

= −8π2

∫
s2

∫ ∞

0

f̂(sγ)e2πix·γss2dssσ(γ) = −8π2f(x).

最后是用到了球坐标换元.
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4.7 平面波

之前的波动方程有一个对光滑性要求稍弱的解 (C2 就够了), 形式为

u(x, t) = F ((x · γ)− t).

事实上, 这个函数不可能是 Schwartz 函数, 因为 x 在与 γ 垂直的方向使得解对变量 x 为常数, 因此
这个解也被称为平面波.

4.8 波动方程的解的唯一性

在习题中有几次用到了解的唯一性, 但是这个问题之前遗留下来了, 以下详细地解决这个问题.

定理 4.13. 设 u(x, t) 是 C2 函数, 定义在上半闭平面 {(x, t) : x ∈ Rd, t ⩾ 0}, 且满足波动方程

∂2u

∂t2
= ∆u.

若 u(x, 0) =
∂u

∂t
(x, 0) = 0 对任意 x ∈ B(x0, t0) 成立, 则 u(x, t) = 0 对任意 (x, t) ∈ Bt(x0, r0) 成立.

其中 Bt(x0, r0) = {x : |x− x0| ⩽ r0 − t, 0 ⩽ t ⩽ t0}.

证明. 首先定义能量积分
E(t) =

1

2

∫
Bt(x0,r0)

|∇u(x, t)|2dx.

那么有 E(t) ⩽ 0 和 E(0) = 0 成立. 计算该积分对能量的导数如下

E′(t) =
d

dt

(∫ r0−t

0

dρ

∫
∂B(x0,1)

|∇u(ργ, t)|2ρd−1dσ(γ)

)

=
1

2

∫
Bt(x0,r0)

∂

∂t
|∇u(x, t)|2dx−

∫
∂B(x0,1)

|∇u((r0 − t)γ, t)|2(r0 − t)d−1dσ(γ)

=
1

2

∫
Bt(x0,r0)

∂

∂t
|∇u(x, t)|2dx−

∫
∂Bt(x0,r0)

|∇u(γ, t)|2dσ(γ)

=

∫
Bt(x0,r0)

(
∂u

∂t

∂2u

∂t2
+

d∑
i=1

∂u

∂xi

∂2u

∂xi∂t

)
dx−

∫
∂Bt(x0,r0)

|∇u(γ, t)|2dσ(γ).

注意到如下导数
∂

∂xi

[
∂u

∂xi

∂u

∂t

]
=

∂u

∂xi

∂2u

∂xi∂t
+
∂2u

∂x2i

∂u

∂t
.

那么就有

E′(t) =

∫
Bt(x0,r0)

(
d∑

i=1

∂

∂xi

[
∂u

∂xi

∂u

∂t

])
dx−

∫
∂Bt(x0,r0)

|∇u|2dσ(γ).

由于

∇ ·
(
∂u

∂xi

∂u

∂t

)
=

d∑
i=1

∂

∂xi

(
∂u

∂xi

∂u

∂t

)
.

那么由 Stokes 定理, 有

E′(t) =

∫
∂Bt(x0,r0)

(
d∑

i=1

∂u

∂xi

∂u

∂t
vi

)
dσ(γ)−

∫
∂Bt(x0,r0)

|∇u|2dσ(γ).
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其中 vi 是 Bt(x0, r0) 的第 i 个单位外法向量. 再结合 Cauchy-Schwarz 不等式和均值不等式, 有

d∑
i=1

∂u

∂xi

∂u

∂t
vi ⩽

1

2
|∇u|2.

得知 E′(t) = 0, 从而 E(t) = 0, 就有 u = 0.
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