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2 第六次习题课讲义

2.1 作业答案

Problem 2.1 P162.7
设 f(x) 在 [0,+∞) 上非负可积, 且有 E ⊂ (0,+∞),∫

E

f(x) dx = 1,

则 ∫
E

f(x) cosx dx 6= 1.

Proof. 反证, 若等号成立, 那么
0 =

∫
E

f(x)(1− cosx) dx.

但 f(x)(1 − cosx) ≥ 0, 所以 f(x)(1 − cosx) = 0 a.e. 于 E. 注意 {x > 0 : cosx = 1} 至多可数, 故
1− cosx > 0 a.e. 于 E, 从而 f = 0 a.e. 于 E, 这就和

∫
E
f = 1 矛盾.

Problem 2.2 P162.8
设 f ∈ L1(R), fn ∈ L1(R) (n = 1, 2, · · · ), 且有∫

R
|fn(x)− f(x)| dx ≤ 1

n2
(n = 1, 2, · · · ),

则

fn(x) → f(x), a.e. x ∈ R.

Proof. 之前的习题课讲过 Lp 收敛推出 a.e. 收敛的证明, 这里是一样的道理. 对任意 ϵ > 0, 令

Eϵ
n = {|fn − f | > ϵ},

那么由 Chebyshev 不等式,∑
n

m(Eϵ
n) ≤

1

ϵ

∑
n

∫
R
|fn − f | dx ≤ 1

ϵ

∑
n

1

n2
< ∞.

因此 m(lim supn E
ϵ
n) = 0. 这就证明了几乎处处收敛.

Problem 2.3 P163.9
设数列 {an} 满足 |an| < lnn (n = 2, 3, · · · ), 则∫

[2,+∞)

∞∑
n=2

ann
−x dx =

∞∑
n=2

an
lnn

n−2.

Proof. 这种问题一般是先取绝对值用 Tonelli, 说明这个积分是良定的, 然后再用 Fubini, 这个过程是标
准的. 那么 ∫ +∞

2

∞∑
n=2

|an|n−x dx ≤
∞∑

n=2

(lnn)

∫ +∞

2

n−x dx =

∞∑
n=2

n−2 < ∞.

所以可以逐项积分, 于是∫
[2,+∞)

∞∑
n=2

ann
−x dx =

∞∑
n=2

an

∫ +∞

2

n−x dx =

∞∑
n=2

an
lnn

n−2.
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Problem 2.4 P163.10
设定义在 E × Rn 的函数 f(x, y) 满足:

1. 对每一个 y ∈ Rn, f(x, y) 是 E 上的可测函数;

2. 对每一个 x ∈ E, f(x, y) 是 Rn 上的连续函数.

若存在 g ∈ L1(E), 使得对所有 y ∈ Rn 有

|f(x, y)| ≤ g(x), a.e. x ∈ E,

则函数

F (y) =

∫
E

f(x, y) dx

是 Rn 上的连续函数.

Proof. 用 DCT. 任取 yk → y, 由关于 y 的连续性可知

f(x, yk) → f(x, y), x ∈ E.

同时由题设有统一控制 |f(x, yk)| ≤ g(x) ∈ L1(E). 因此

F (yk) =

∫
E

f(x, yk) dx →
∫
E

f(x, y) dx = F (y).

由序列刻画连续性, F 在 Rn 上连续.

Problem 2.5 P192.32
设 f ∈ L1(R), 且 xf(x) 在 R 上可积, 令

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt.

若有 ∫ +∞

−∞
f(x) dx = 0,

试证明 F ∈ L(R).

Proof. 由总积分为零, 当 x > 0 时有 F (x) = −
∫ +∞
x

f(t) dt. 因此∫ +∞

0

|F (x)| dx ≤
∫ +∞

0

∫ +∞

x

|f(t)| dtdx =

∫ +∞

0

t|f(t)| dt.

另一方面, ∫ 0

−∞
|F (x)| dx ≤

∫ 0

−∞

∫ x

−∞
|f(t)| dt dx =

∫ 0

−∞
(−t)|f(t)| dt.

右端之和正是 ||xf ||L1 , 故 F ∈ L1(R).

Problem 2.6 P192.33
求

lim
n→∞

∫ π/2

0

cosx arctan(nx) dx

的值.
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Proof. 对 x > 0, arctan(nx) → π
2 , 且

| cosx arctan(nx)| ≤ π

2
cosx ∈ L1

(
0,

π

2

)
.

由 DCT,

lim
n→∞

∫ π/2

0

cosx arctan(nx) dx =

∫ π/2

0

π

2
cosx dx =

π

2
.

Problem 2.7 P192.34
设 f ∈ L1((0, a)),

g(x) =

∫ a

x

f(t)

t
dt (a > x > 0),

试证明 g ∈ L1((0, a)), 且有 ∫ a

0

g(x) dx =

∫ a

0

f(x) dx.

Proof. 还是标准的, 先证明可积性, 由 Tonelli 定理,∫ a

0

|g(x)| dx ≤
∫ a

0

∫ a

x

|f(t)|
t

dtdx =

∫ a

0

|f(t)|
t

∫ t

0

dx dt = ||f ||L1(0,a) < ∞.

于是可以用 Fubini 定理交换次序:∫ a

0

g(x) dx =

∫ a

0

∫ a

x

f(t)

t
dtdx =

∫ a

0

f(t)

t

∫ t

0

dx dt =
∫ a

0

f(t) dt.
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2.2 补充内容

1. Hardy–Littlewood 极大函数
课上没有用极大函数这个内容来讲微分定理, 感觉是一种遗憾. 因此在这里补充这个内容. 注意, 这

不是进阶内容, 而是标准的.

Definition 2.8 Hardy–Littlewood 极大函数
设 f ∈ L1

loc(Rd). 定义 Hardy–Littlewood 极大函数

f∗(x) = sup
x∈B

1

m(B)

∫
B

|f(y)| dy,

其中上确界取遍所有包含 x 的球 B ⊂ Rd.

这里采用的是非中心球版本. 一般看到的其他定义也是等价的, 因此不做赘述. HL 极大算子不是一
个线性算子, 而是满足次线性性:

(f + g)∗ ≤ f∗ + g∗, (af)∗ = |a|f∗.

这来自 sup 的三角不等式. 同时由定义立刻有

||f∗||L∞ ≤ ||f ||L∞ .

其实次线性性不是很坏的事情,因为我们有 Marcinkiewicz插值定理,恰好能处理次线性性算子的估计,当
然这里不会讲这个工具.
接下来我们用有限版的 Vitali 覆盖定理证明我们的 HL 极大函数 weak (1,1) 估计. 在证明之后, 我们

将简单解释一下超水平集的意义, 一个可能的更好听的名字是尾概率.

Theorem 2.9 Hardy–Littlewood 极大函数的 weak (1,1) 估计

若 f ∈ L1(Rd), λ > 0, 则
m({x ∈ Rd : f∗(x) > λ}) ≤ Cd

λ
||f ||L1 .

Proof. 记
Eλ = {x ∈ Rd : f∗(x) > λ}.

先取紧集 K ⊂ Eλ. 对每个 x ∈ K, 按定义可取球 Bx 3 x, 使得

1

m(Bx)

∫
Bx

|f(y)| dy > λ.

对这族球使用上面的 Vitali 覆盖引理, 得到两两不交的 B1, · · · , BN , 且

K ⊂
N⋃
j=1

3Bj .

因而

m(K) ≤
N∑
j=1

m(3Bj) = 3d
N∑
j=1

m(Bj).

又因为每个 Bj 上的 |f | 平均值都大于 λ,

m(Bj) <
1

λ

∫
Bj

|f(y)| dy.
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由于 Bj 两两不交,

m(K) ≤ 3d

λ

N∑
j=1

∫
Bj

|f(y)| dy ≤ 3d

λ
||f ||L1 .

最后对所有紧集 K ⊂ Eλ 取上确界, 由 Lebesgue 测度的内正则性得到结论.

Remark. 这里如果让同学们证明 Eλ 可测, 同学们不需要用很麻烦的办法. 因为这个 Eλ 实际上是一个

开集, 用内点验证即可.

现在我们来讲讲这个尾概率的意义. 这里我们用的记号是

λf (t) = m(|f | > t).

一般空间上这个也不是概率, 不过我们就用这个词. 下面列举一些观念性的东西和一些小例子, 让大家简
单感受一下超水平集的意义.

1. Lp 范数是尾分布的加权平均, layer-cake 公式给出

‖f‖pLp = p

∫ ∞

0

tp−1λf (t) dt.

此时看 Chebyshev 不等式, 实际上在说, 当 Lp 可积, 超水平集应该有对应的衰减性.

2. 定义 Lp,∞ 空间,
‖f‖Lp,∞ := sup

λ>0
λm{|f | > λ}1/p.

这个空间更大, 比如我们可以考虑

|x|−n/p /∈ Lp
loc, |x|−n/p ∈ Lp,∞

loc .

这实际说明我们捕捉了一类临界奇性现象.

3. 尾概率能刻画集中 (concentration) 现象. 考虑 Rn 中的序列

fϵ(x) = ϵ−n/p1Bϵ
(x).

则

‖fϵ‖pLp = ϵ−n|Bϵ| ∼ 1.

而对于尾概率,

m{|fϵ| > λ} =

|Bϵ|, 0 < λ < ϵ−n/p,

0, λ > ϵ−n/p.

在 PDE中,一个能量有限序列的弱收敛可能会多出一个因为集中产生的缺陷测度 (defect measure),
此时尾概率估计刻画了这里的结构.

4. 可以用超水平集, 将局部有界性转化为 “高的超水平集在有限时间后消失”, 而我们又能用能量估计
刻画超水平集的大小 (想想 Chebyshev 不等式), 这就是说, 我们居然能用能量估计导出逐点估计.
这算是 De Giorgi-Moser 迭代背后的内容.

5. De Gorigi-Moser 迭代, Calderón-Zygmund 奇异积分理论, 算子的端点估计, Lorentz 空间等都涉及
这个概念.

6. 当然, 这个工具也有局限性. 回忆之前讲的弱收敛三种机制 (amplitude direction, physical-space
direction, frequency direction), 前两个姑且能用超水平集相关的内容刻画, 最后一种机制实际被完
全掩盖了, 比如在 L2 空间中考虑 un = ϕ einx, 这里的弱收敛机制完全无法被超水平集和极大函数
捕捉.

2. 用极大函数证明 Lebesgue 微分定理
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Theorem 2.10 Lebesgue 微分定理
若 f ∈ L1

loc(Rd), 则对几乎处处的 x ∈ Rd,

lim
r→0

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

f(y) dy = f(x).

更强地,
lim
r→0

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy = 0

对几乎处处的 x 成立.

Proof. 先证明 f ∈ L1(Rd) 的情形. 记

Arf(x) =
1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

f(y) dy.

固定 α > 0, 考虑坏集合
Ωα =

{
x : lim sup

r→0
Ar(|f − f(x)|)(x) > α

}
.

这里 Ar(|f − f(x)|)(x) 的意思是

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy.

取 g ∈ Cc(Rd), 令 h = f − g. 因为 g 连续, 对每个 x 都有

lim
r→0

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|g(y)− g(x)| dy = 0.

于是

lim sup
r→0

Ar(|f − f(x)|)(x) ≤ lim sup
r→0

Ar|h|(x) + |h(x)|

≤ h∗(x) + |h(x)|.

因此

Ωα ⊂ {x : h∗(x) > α/2} ∪ {x : |h(x)| > α/2}.

由 weak (1,1) 估计和 Chebyshev 不等式,

m(Ωα) ≤
Cd

α
||h||L1 .

现在使用 Cc(Rd) 在 L1(Rd) 中稠密, 可以让 ||h||1 = ||f − g||1 任意小, 所以 m(Ωα) = 0.
对 α = 1, 1/2, 1/3, · · · 取并集, 得到

lim sup
r→0

Ar(|f − f(x)|)(x) = 0

对几乎处处的 x 成立. 这就证明了较强形式, 普通的平均值收敛由三角不等式立刻推出.
L1
loc 的情况其实类似, 因为微分定理本身也只是局部性质, 乘一个截断即可.

Remark. 证明中一个比较好懂的写法应该是, Ar 是线性算子, f∗ 是这个算子的极限. 为了引入小性, 我
们可以把 Ar(f) 写成

Ar(f) = Ar(f − g) +Ar(g)− g + g − f.

如果知道 LDT, 要证明第二个结论, 一般的证法是考虑考虑有理数 q, 然后去估计

lim
r→∞

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− q| dy + |f(x)− q| = 2|f(x)− q| a.e.
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3. 卷积型极大函数
介绍过 HL 极大函数后, 我们来介绍另一种极大函数, 我们称之为卷积型极大函数. 在具体讲解前, 我

们简单说明他的地位. 对于 HL 极大函数, 从定义来看, 他丢失了抵消 (cancellation) 上的信息, 只保留了
比较粗糙的尺度信息 (可以想想为什么). 但当我们想要获得更精细的估计时, 我们必然不能把本身振荡相
消的部分随意丢掉, 因此我们去考虑卷积极大函数, 抓住抵消结构, 这也是调和分析的入口之一.
现在定义卷积型极大函数

MΦ(f)(x) = sup
ϵ>0

|(f ∗ Φϵ)(x)|.

这里 Φϵ(x) = ϵ−dΦ(x/ϵ),
∫
Φ dx = 1. 这里不妨假设 Φ ∈ S, 低正则性也可以用, 但为了做推广 (这里不会

讲怎么做) 还是考虑好核.

Theorem 2.11 卷积型极大函数的点态控制

MΦ(f) ≲ f∗(x)

对所有局部可积的 f 成立.

Proof. 固定 ϵ > 0. 由绝对值估计,

|(f ∗ Φϵ)(x)| ≤
∫
Rd

ϵ−d|Φ(y/ϵ)| |f(x− y)| dy.

把积分区域分成 B(0, ϵ) 和二进环带

Ak(ϵ) = {y : 2kϵ ≤ |y| < 2k+1ϵ}, k = 0, 1, 2, · · · .

在 B(0, ϵ) 上, ∫
B(0,ϵ)

ϵ−d|Φ(y/ϵ)| |f(x− y)| dy ≤ ϵ−d sup
|z|<1

|Φ(z)|
∫
B(x,ϵ)

|f(u)| du

≤ Cd sup
|z|<1

|Φ(z)| f∗(x).

对第 k 个二进环带, 有
|Φ(y/ϵ)| ≤ sup

2k≤|z|<2k+1

|Φ(z)|.

因此 ∫
Ak(ϵ)

ϵ−d|Φ(y/ϵ)| |f(x− y)| dy ≤ ϵ−d sup
2k≤|z|<2k+1

|Φ(z)|
∫
|u−x|<2k+1ϵ

|f(u)| du

≤ Cd2
kd sup

2k≤|z|<2k+1

|Φ(z)| f∗(x).

把低频球和所有二进壳加起来, 得到

|(f ∗ Φϵ)(x)| ≤ Cd[Φ]dyadf
∗(x).

最后对 ϵ > 0 取上确界即可.

Remark. 不难看出这个 Φ 其实要求不高, 只要

|Φ(x)| ≲ (1 + |x|)−d−δ

即可. 个人感觉这个要求还挺常见的.

4. Hardy 不等式
介绍极大函数后, 接下来这个不等式感觉是用的最多的, 而且证明也完全只用到本科实分析, 因此放

到这里讲.
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Theorem 2.12 Hardy inequality
若 1 < p ≤ ∞, 则

||f∗||Lp ≤ Ap||f ||Lp .

Proof. p = ∞ 已经由定义证明过. 下面设 1 < p < ∞.
固定 λ > 0, 分解

f = f1 + f2, f1 = fχ{|f |>λ/2}, f2 = fχ{|f |≤λ/2}.

因为 ||f2||∞ ≤ λ/2, 所以 f∗
2 ≤ λ/2. 因而若 f∗(x) > λ, 由次线性必有 f∗

1 (x) > λ/2. weak (1,1) 给出

m({f∗ > λ}) ≤ m({f∗
1 > λ/2}) ≤ Cd

λ

∫
{|f |>λ/2}

|f(y)| dy.

用分布函数公式,
||f∗||pp = p

∫ ∞

0

λp−1m({f∗ > λ}) dλ.

代入上面的分布估计, 再用 Tonelli 定理交换积分次序:

||f∗||pp ≤ Cp,d

∫ ∞

0

λp−2

∫
{|f(y)|>λ/2}

|f(y)| dy dλ

= Cp,d

∫
Rd

|f(y)|
∫ 2|f(y)|

0

λp−2 dλ dy

≤ Cp,d||f ||pp.

取 p 次方根即得结论.

5. 停时论证与 Calderón–Zygmund 分解
最后介绍一下 CZ 分解这个工具, 其实本质是想给同学们展示一下停时论证这个东西, 但是只找到了

这个相对简单的例子.

Theorem 2.13 Calderon–Zygmund 分解
设 f ∈ L1(Rd), λ > 0, 那么有如下分解

f = g + b,

满足:

1. |g| ≲ λ

2. b 支撑在两两不交的方体 {Qk} 上, 且
∫
Qk

b = 0.

3. E =
⋃
Qk, m(E) ≲ 1

λ ||f ||1.

Proof. 用停时论证, 因为函数 L1, 考虑
1

|Q|

∫
Q

|f | ≤ λ

总能对充分大的二进方体族成立. 现在开始停时, 要么这个不等式一直成立, 要么在有限时间后找到子方
体 Q′, 使得

1

|Q′|

∫
Q′

f > λ.

对于这样的子方体, 有如下基本几何观察

λ <
1

|Q′|

∫
Q′

f ≤ 2dλ.
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现在把所有停时给出的方体求并, 得到集合 E, 在集合 E 上, 由定义, 有

f∗ > λ.

那么用 weak (1,1) 估计, 给出
m(E) ≤ |{f∗ > λ}| ≤ c

λ
||f ||1.

现在我们构造 g 和 b,
g = fχEc +

∑
j

fQj
χQj

b = (f − fQj
)χQj

.

很明显我们可以分块来看, 用 LDT, 可见 |g| ≤ λ, b 支撑在 Qj 上且有抵消性质. 同时我们根据构造不难
看出 g 和 b 都是 L1 的.

上课看情况决定讲不讲 Stieltjes 积分, 暂时不写了, 要是讲了会在期末合集里发出来的.
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