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9 第八次习题课讲义

9.1 作业答案

Problem 9.1 P232.4
设 f ∈ BV([0, 1]). 若对任给 ϵ > 0, f(x) 在 [ϵ, 1] 上绝对连续, 且 f(x) 在 x = 0 处连续, 则 f(x) 在

[0, 1] 上绝对连续.

Proof. 这个题的一个看法是, 我们考虑这个函数对应的导数, 绝对连续说明导数是好的, 那么 BV 就说明
奇异部分只在 x = 0, 而此时函数连续, 那么就没有奇性.
具体来说, 因为 f ∈ BV ([0, 1]) 且在 0 处连续, 通过 Jordan 分解等方式可以看出,

V δ0 (f) → 0, δ ↓ 0.

现在任取 η > 0. 先取 δ0 > 0, 使得
V δ00 (f) <

η

2
.

又因为 f 在 [δ0, 1] 上绝对连续, 存在 δ1 > 0, 使得任意有限个两两不交区间 (ak, bk) ⊂ [δ0, 1] 满足∑
k

(bk − ak) < δ1

时, 有 ∑
k

|f(bk)− f(ak)| <
η

2
.

现在对 [0, 1] 中任意有限个两两不交区间作分割: 落在 [0, δ0] 中的部分总贡献不超过 V δ00 (f), 落在 [δ0, 1]

中的部分由上面的绝对连续性控制. 取总长度 δ < min(δ0, δ1), 就得到∑
k

|f(bk)− f(ak)| < η.

这正是 f 在 [0, 1] 上绝对连续.

Problem 9.2 P242.4
设 f(x) 在 [0, a] 上是有界变差函数, 试证明函数

F (x) =
1

x

∫ x

0

f(t) dt

是 [0, a] 上的有界变差函数.

Proof. 题目原本要证明边值为零, 但这个东西一方面没有道理 (比如你考虑常值函数), 一方面也没有意
义 (因为跳跃函数也是 BV 的), 所以我们把这个删去.
由 Jordan 分解, 可写

f = f1 − f2,

其中 f1, f2 都是 [0, a] 上的递增函数. 因此只需要证明: 若 f 递增, 则

Af (x) =
1

x

∫ x

0

f(t) dt, x > 0

是有界变差函数.
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对递增 f , 平均函数 Af 在 (0, a] 上递增. 事实上若 0 < x < y, 则

1

x

∫ x

0

f(t) dt ≤ 1

y − x

∫ y

x

f(t) dt

(这个之前作业应该证明过)
那么实际上就有

1

x

∫ x

0

f(t) dt ≤ 1

y

∫ y

0

f(t) dt.

于是 Af 在 (0, a] 上单调, 在 0 处至多有一个跳跃, 所以 Af ∈ BV ([0, a]). 对 f1, f2 分别应用这一结论, 得
到 F = Af1 −Af2 ∈ BV ([0, a]).

Problem 9.3 P242.5
设 {fk(x)} 是 [a, b] 上的有界变差函数列, 且有

V ba (fk) ≤M, k = 1, 2, · · · ,

lim
k→∞

fk(x) = f(x), x ∈ [a, b].

试证明 f ∈ BV ([a, b]), 且满足 V ba (f) ≤M .

Proof. 这是 BV 函数的下半连续性, 因为这里是一维的, 所以这个结论甚至是平凡的. 任取分划

a = x0 < x1 < · · · < xN = b.

由逐点收敛,
N∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| = lim
k→∞

N∑
i=1

|fk(xi)− fk(xi−1)| ≤M.

对所有分划取上确界, 就得到 V ba (f) ≤M , 特别地 f ∈ BV ([a, b]).

Problem 9.4 P250.3
设 m(E) < +∞, f(x) 是 E 上可测函数, 0 < p0 < +∞, 则

lim
p↑p0

∫
E

|f(x)|p dx =

∫
E

|f(x)|p0 dx.

Proof. 我感觉这个题是之前某个作业题.
把区域分成

E1 = {|f | ≥ 1}, E2 = {|f | < 1}.

在 E1 上, 当 p ↑ p0 时, |f |p ↑ |f |p0 , 由 MCT 得到∫
E1

|f |p dx→
∫
E1

|f |p0 dx.

在 E2 上, 有 |f |p → |f |p0 , 且 |f |p ≤ 1. 因为 m(E) < +∞, 由 DCT 得到∫
E2

|f |p dx→
∫
E2

|f |p0 dx.

两部分相加即得结论.
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Problem 9.5 P253.5
设 f(x), g(x) 是 E 上的可测函数, 且有

1

p
+

1

q
=

1

r
, 1 ≤ p < +∞,

试证明

‖fg‖r ≤ ‖f‖p · ‖g‖q.

Proof. q = ∞ 是显然的, 现在令
P =

p

r
, Q =

q

r
.

由条件可知 P,Q > 1 且
1

P
+

1

Q
= 1.

对 |f |r 和 |g|r 使用 Hölder 不等式, 得到∫
E

|fg|r dx =

∫
E

|f |r|g|r dx

≤
(∫

E

|f |rP dx
)1/P (∫

E

|g|rQ dx
)1/Q

= ‖f‖rp‖g‖rq.

两边开 r 次方即可.

Problem 9.6 P289.1
设 f ∈ L∞(E), w(x) > 0, 且 ∫

E

w(x) dx = 1,

试证明

lim
p→∞

(∫
E

|f(x)|pw(x) dx
)1/p

= ‖f‖∞.

Proof. 带权不等式, 不过和权也没什么关系, 证明是标准的.
记 M = ‖f‖∞. 上界是直接的:(∫

E

|f |pw dx
)1/p

≤
(
Mp

∫
E

w dx
)1/p

=M.

反过来, 任取 ϵ > 0, 由本性上确界的定义,

Aϵ = {|f | > M − ϵ}

有正测度. 又因为 w > 0 a.e., 所以 ∫
Aϵ

w dx > 0.

因而 (∫
E

|f |pw dx
)1/p

≥ (M − ϵ)

(∫
Aϵ

w dx
)1/p

.

令 p→ ∞, 得到下极限不小于 M − ϵ. 再令 ϵ ↓ 0, 结论成立.
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Problem 9.7 P289.2
设 g(x) 是 E ⊂ Rn 上的可测函数. 若对任意的 f ∈ L2(E), 有

‖gf‖2 ≤M‖f‖2,

试证明 |g(x)| ≤M , a.e. x ∈ E.

Proof. 反证. 若结论不成立, 则存在 k ≥ 1, 使得

Ak =

{
|g| > M +

1

k

}
有正测度. 因为 E ⊂ Rn 是 σ 有限的, 可取可测集 B ⊂ Ak 满足

0 < m(B) < +∞.

令 f = χB , 则 f ∈ L2(E). 由题设,
‖gχB‖2 ≤M‖χB‖2.

但另一方面,
‖gχB‖2 ≥

(
M +

1

k

)
‖χB‖2,

矛盾. 因此 |g| ≤M a.e.

Problem 9.8 P289.4
设 f ∈ L2([0, 1]), 令

g(x) =

∫ 1

0

f(t)

|x− t|1/2
dt, 0 < x < 1.

试证明 (∫ 1

0

g2(x) dx
)1/2

≤ 2
√
2

(∫ 1

0

f2(x) dx
)1/2

.

Proof. 这个题稍微有点意思, 是 Schur 估计. 可能有同学期待证明 g 的良定性, 但我们实际上没法做出
好的逐点估计, 还是要把 L2 搞出来. 记

K(x, t) =
1

|x− t|1/2
.

对任意 x ∈ [0, 1], 有 ∫ 1

0

K(x, t) dt = 2
√
x+ 2

√
1− x ≤ 2

√
2,

同理对任意 t ∈ [0, 1] 也有 ∫ 1

0

K(x, t) dx ≤ 2
√
2.

由 Cauchy 不等式,

|g(x)|2 ≤
(∫ 1

0

K(x, t) dt
)(∫ 1

0

K(x, t)|f(t)|2 dt
)

≤ 2
√
2

∫ 1

0

K(x, t)|f(t)|2 dt.

再对 x 积分并交换积分次序,∫ 1

0

|g(x)|2 dx ≤ 2
√
2

∫ 1

0

|f(t)|2
(∫ 1

0

K(x, t) dx
)

dt

≤ 8

∫ 1

0

|f(t)|2 dt.

两边开方即得结论.
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Problem 9.9 P289.5
试证明下列两个不等式不能同时成立:∫ π

0

(f(x)− sinx)2 dx ≤ 4

9
,

∫ π

0

(f(x)− cosx)2 dx ≤ 1

9
.

Proof. 若二者同时成立, 则由 Minkowski 不等式,

‖ sinx− cosx‖L2(0,π) ≤ ‖f − sinx‖2 + ‖f − cosx‖2 ≤ 2

3
+

1

3
= 1.

但直接计算

‖ sinx− cosx‖2L2(0,π) =

∫ π

0

(sinx− cosx)2 dx = π,

从而 ‖ sinx− cosx‖2 =
√
π > 1, 矛盾.

Problem 9.10 P290.8
设 f, g ∈ L3(E), 且有

‖f‖3 = ‖g‖3 =

∫
E

f2(x)g(x) dx = 1,

试证明

g(x) = |f(x)|, a.e. x ∈ E.

Proof. 由 Hölder 不等式,

1 =

∫
E

f2g dx ≤
∫
E

|f |2|g| dx ≤ ‖|f |2‖3/2‖g‖3 = ‖f‖23‖g‖3 = 1.

因此上面两处不等式都是等号. 第一处等号说明在 {f 6= 0} 上有 g ≥ 0 a.e.
第二处是 Hölder 等号情形, 故存在常数 c ≥ 0, 使得

|f |3 = c|g|3, a.e.

由 ‖f‖3 = ‖g‖3 = 1 可知 c = 1, 所以 |g| = |f | a.e. 结合 g ≥ 0 a.e. 于 {f 6= 0}, 并注意 {f = 0} 上也有
g = 0 a.e., 得到 g = |f | a.e.

Problem 9.11 P290.15
设 {φk} ⊂ L2(E) 是完全标准正交系, 试证明对 f, g ∈ L2(E), 有

〈f, g〉 =
∞∑
k=1

〈f, φk〉〈g, φk〉.

Proof. 看起来是默认实值函数.
那么记

SN =

N∑
k=1

〈f, φk〉φk.

因为 {φk} 是完全标准正交系, Fourier 部分和 SN 在 L2(E) 中收敛到 f . 于是

〈f, g〉 = lim
N→∞

〈SN , g〉 = lim
N→∞

N∑
k=1

〈f, φk〉〈g, φk〉.

这就是所需等式.
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9.2 2025fin

Problem 9.12 2025-1
证明下列等价:

1. f ∈ Lip[a, b], 且 Lipschitz 常数为 M ;

2. f ∈ AC[a, b], 而且 |f ′(x)| ≤M , a.e. x ∈ [a, b].

Proof. 这就是作业题. 首先所有人都应该知道 Lip ⊂ AC 这个事实. 那么上推下是平凡的, 下推上是 NL
公式.

Problem 9.13 2025-2
假设 f ∈ L2(0,+∞), 证明:

lim
n→∞

f(x+ n) = 0, a.e. x ∈ [0,+∞).

Proof. 这个题上次习题课讲了, 我 copy 一下过程.
我们知道其实只要考虑 (0, 1] 区间. 那么我们现在固定 ϵ > 0, 刻画里面的坏点. 令

An := {x ∈ (0, 1] : |fn(x)| > ϵ}, where fn(x) := f(x+ n).

那么我们用 Chebyshev 不等式, 有

|An| ≤
1

ϵ2

∫ 1

0

|fn(x)|2 dx.

那么求和得到
∞∑
n=1

|An| ≤
1

ϵ2
‖f‖22 <∞.

那么在 (0, 1] 上就证明了结论. 对每个 (k, k + 1] 同理, 最后取可数并即可.

Problem 9.14 2025-3
假设 f : R → R 满足

f

(∫ 1

0

g(x) dx
)

≤
∫ 1

0

f(g(x)) dx, ∀g ∈ L∞[0, 1].

证明: f 是凸函数.

Proof. 这个题上课应该讲过. 任取 x, y ∈ R 和 t ∈ [0, 1], 令

g(s) =

x, 0 ≤ s ≤ t,

y, t < s ≤ 1.

则 g ∈ L∞[0, 1], 代入题设得到

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y).

这正是凸函数的定义.
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Problem 9.15 2025-4
下列命题是否正确? 证明或举反例:

1. 假设 f, g ∈ AC[a, b], 则 f(x)g(x) ∈ AC[a, b];

2. 假设 f, g ∈ AC[a, b], 而且 g : [a, b] → [a, b], 则 f(g(x)) ∈ AC[a, b].

Proof. 第一问是正确的. 因为绝对连续函数在紧区间上有界, 且

(fg)′ = f ′g + fg′ a.e.

右边属于 L1[a, b], 再用 Newton-Leibniz 公式即可得到 fg ∈ AC[a, b].
第二问是错误的 (之前给过一个反例, 这里找的更简单). 在 [0, 1] 上取

f(x) =
√
x,

以及

g(0) = 0, g(x) = x3/2 sin2 1

x
, 0 < x ≤ 1.

显然 g : [0, 1] → [0, 1]. 直接计算可知

g′(x) =
3

2
x1/2 sin2 1

x
− 2x−1/2 sin 1

x
cos 1

x
∈ L1(0, 1),

所以 g ∈ AC[0, 1]. 另一方面 f ∈ AC[0, 1], 但

f(g(x)) = x3/4
∣∣∣∣sin 1

x

∣∣∣∣ .
考虑零点 xn = (nπ)−1 和峰点 yn = (nπ + π/2)−1, 计算变差, 注意到

2y3/4n ≳ n−3/4.

求和发散, 所以 f ◦ g /∈ BV [0, 1], 不可能绝对连续.

Problem 9.16 2025-5
设 µ 是 σ-有限测度, ν 是有限测度, 而且

ν � µ, ν ⊥ µ.

证明: ν = 0.

Proof. 第一行的条件和题目本身没关系. 由 ν ⊥ µ, 存在可测集 A, 使得

µ(A) = 0, ν(X \A) = 0.

又因为 ν � µ, 所以 ν(A) = 0. 因而

ν(X) = ν(A) + ν(X \A) = 0,

即 ν = 0.
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Problem 9.17 2025-6
设 µ 是自然数集合 N = {1, 2, · · · } 上的计数测度. 假设 f : N× N → R 定义为

f(x, y) =


1, x = y,

−1, x = y + 1,

0, otherwise.

证明 ∫
N

∫
N
f(x, y) dµ(x) dµ(y) 6=

∫
N

∫
N
f(x, y) dµ(y) dµ(x).

说明该结果与 Fubini 定理为何不冲突.

Proof. 计数测度下积分就是求和. 固定 y 时,
∞∑
x=1

f(x, y) = 1− 1 = 0,

所以 ∫
N

∫
N
f(x, y) dµ(x) dµ(y) = 0.

固定 x 时, 若 x = 1, 则
∞∑
y=1

f(1, y) = 1;

若 x ≥ 2, 则
∞∑
y=1

f(x, y) = 1− 1 = 0.

因而 ∫
N

∫
N
f(x, y) dµ(y) dµ(x) = 1.

两个累次积分确实不相等.
这和 Fubini 定理不冲突, 因为 ∑

x,y

|f(x, y)| = +∞,

也就是 f /∈ L1(N× N). Fubini 的绝对可积条件根本没有满足.

Problem 9.18 2025-7
假设 f ∈ AC[a, b], 证明: f 将零测集映为零测集.

Proof. 这是绝对连续函数的 Lusin N 性质. 设 E ⊂ [a, b] 且 m(E) = 0. 因为 f ∈ AC[a, b], 有

f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t) dt, f ′ ∈ L1[a, b].

任取 ϵ > 0. 由积分的绝对连续性, 可取开集 G ⊃ E, 使得∫
G

|f ′(t)| dt < ϵ.

将 G 写成至多可数个两两不交开区间的并:

G =
⋃
k

(ak, bk).



§ 9 9.2 2025fin 第 131 页 / 共 153 页

对每个分量,

m
(
f((ak, bk))

)
≤ V (f ; (ak, bk)) ≤

∫ bk

ak

|f ′(t)| dt.

因此

m∗(f(E)) ≤
∑
k

m
(
f((ak, bk))

)
≤
∫
G

|f ′(t)| dt < ϵ.

令 ϵ ↓ 0, 得到 m(f(E)) = 0.

Problem 9.19 2025-8
假设 [0, 1] ∩Q = {r1, r2, · · · }, 记

In =

(
rn − 1

2n
, rn +

1

2n

)
.

证明
∞∑
n=1

χIn(x) ∈ L2[0, 1] \R[0, 1].

这里 R[0, 1] 通常指 [0, 1] 上的 Riemann 可积函数类.

Proof. 记

F (x) =

∞∑
n=1

χIn(x).

先证明 F ∈ L2[0, 1]. 由单调收敛定理,∫ 1

0

F 2 dx =

∞∑
n,k=1

m
(
In ∩ Ik ∩ [0, 1]

)
≤

∞∑
n,k=1

min{21−n, 21−k}

=

∞∑
k=1

(k + 1)21−k <∞.

所以 F ∈ L2[0, 1].
再看 Riemann 可积性. 实际上 F 在任意非空开区间上都无界. 给定开区间 J , 因为有理数稠密, 可

取 rn1 ∈ J , 于是 J ∩ In1 仍含有非空开区间. 再在这个开区间中取 rn2 , 继续下去. 对任意 N , 可以找到
n1, · · · , nN , 使得 (这里是每次选不一样的有理数)

J ∩ In1 ∩ · · · ∩ InN
6= ∅.

因而在 J 中有点使 F ≥ N . 这说明 F 在任何小区间都无界, 所以它不可能是 Riemann 可积函数.

Problem 9.20 2025-9
假设 f : [0, 1] → [0, 1] 是 Cantor 函数.

1. 判断下列是否正确:

(a) f ∈ AC[0, 1];

(b) f ∈ BV [0, 1];

(c) f ∈ Lip[0, 1];

(d) f ′ 几乎处处存在, 而且 f ′ ∈ L1[0, 1].
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2. 计算 ∫ 1

0

f ′(x) dx− f(1) + f(0).

3. 计算:
ess sup
x∈[0,1]

f(x), ess sup
x∈[0,1]

f ′(x).

4. 计算 V 1
0 f .

Proof. (这是一个超级无聊的送分题, 希望期中考试没有造出 Cantor 集的同学能被稳稳接住.)

1. AC 错, 因为 NL 公式不成立

2. BV 对, 因为单调增

3. Lip 错, AC 都不是

4. 对, 因为 f ′ = 0 a.e.

接下来四个计算, 答案为: −1, 1, 0, 1. 这太水了.
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9.3 2024fin

Problem 9.21 2024-1
假设 f ∈ C[a, b], 证明:

ess sup
x∈[a,b]

|f(x)| = max
x∈[a,b]

|f(x)|.

Proof. 一方面这是显然的, 因为 essential supremum 总是不超过通常的 supremum, 而连续函数在紧区
间上取到最大值.

反过来, 设
M = max

x∈[a,b]
|f(x)|.

取 x0 ∈ [a, b] 使得 |f(x0)| =M . 若 ess sup |f | < M , 则取 α 满足

ess sup |f | < α < M.

由连续性, 存在 x0 的一个相对邻域 I ⊂ [a, b], 使得

|f(x)| > α, x ∈ I.

但 m(I) > 0, 这与 essential supremum 的定义矛盾. 所以

ess sup
x∈[a,b]

|f(x)| =M.

Problem 9.22 2024-2
假设 p, q ∈ [1,+∞] 而且 p 6= q, 证明:

Lp(R) \ Lq(R) 6= ∅.

Proof. 这个题就是两类经典反例: 无穷远处衰减不够快, 或者原点处爆破太快. 下面约定 1/∞ = 0.
若 p > q, 取

ν ∈
(
1

p
,
1

q

)
, f(x) = x−νχ(1,∞)(x).

则 ∫ ∞

1

x−pν dx <∞,

∫ ∞

1

x−qν dx = ∞.

当 p = ∞ 时, 上面只要理解为 f 有界即可. 因而 f ∈ Lp(R) \ Lq(R).
若 p < q <∞, 取

µ ∈
(
1

q
,
1

p

)
, f(x) = x−µχ(0,1)(x).

则 f ∈ Lp(R) 但 f /∈ Lq(R). 若 q = ∞, 任取 0 < µ < 1/p, 同样有

x−µχ(0,1) ∈ Lp(R) \ L∞(R).

Problem 9.23 2024-3
假设

f(x) =

∫ x

0

t−1/2 sin 1

t
dt.
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证明:
f ∈ BV [0, 1].

Proof. 积分都看到了, 这就有底了, 而且里面甚至直接是 L1 函数. 令

g(t) = t−1/2 sin 1

t
, t ∈ (0, 1].

则

|g(t)| ≤ t−1/2 ∈ L1(0, 1).

因而 g ∈ L1(0, 1), 所以
f(x) =

∫ x

0

g(t) dt

是 [0, 1] 上的绝对连续函数. 于是 f ∈ AC[0, 1] ⊂ BV [0, 1].

Problem 9.24 2024-4
考虑函数列

{f1,1, f2,1, f2,2, · · · , fn,1, fn,2, · · · , fn,n, · · · },

其中 fn,j : [0, 1] → R 定义如下:

fn,j(x) = χ[(j−1)/n,j/n)(x), j = 1, · · · , n, n ∈ N.

该函数列是否以 L2 收敛, 是否存在子序列几乎处处收敛?

Proof. 这是打字机序列. 计算范数有

‖fn,j‖2L2[0,1] =

∫ 1

0

fn,j(x)
2 dx =

1

n
→ 0.

所以该函数列在 L2 中收敛到 0.
范数收敛都有了, 就有依测度收敛, 从而有几乎处处收敛子列.

Problem 9.25 2024-5
假设 E ⊂ [0, 2π] 是可测集, an ∈ R. 证明:

lim
n→∞

∫
E

sin2(nt+ an) dt = 1

2
m(E).

Proof. 先用恒等式
sin2(nt+ an) =

1− cos(2nt+ 2an)

2
.

因而只需要证明 ∫
E

cos(2nt+ 2an) dt→ 0.

注意

cos(2nt+ 2an) = cos(2nt) cos(2an)− sin(2nt) sin(2an).

因为 χE ∈ L1[0, 2π], 由 Riemann-Lebesgue 引理,∫ 2π

0

χE(t) cos(2nt) dt→ 0,

∫ 2π

0

χE(t) sin(2nt) dt→ 0.

现在相当于变成一个数列问题, xn 是有界数列,而 yn 收敛到 0. 那么 xnyn 显然收敛到 0,这就做完了.
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Problem 9.26 2024-6
假设 φ ∈ C∞(R) 满足 ∫

R
φ(x) dx = 1,

而且

φ(x) = 0, |x| ≥ 1; φ(x) > 0, |x| < 1.

假设 f ∈ L1(R),
fn(x) :=

∫
R
nφ(n(x− y))f(y) dy.

证明: fn ∈ C∞(R), 而且 fn 以 L1 收敛到 f .

Proof. 这是标准的磨光核. 先看光滑性. 对任意 k ≥ 0, 形式求导得到

f (k)n (x) =

∫
R
nk+1φ(k)(n(x− y))f(y) dy.

这一步可以用 DCT 验证, 因为对固定 n, k,∣∣∣nk+1φ(k)(n(x− y))f(y)
∣∣∣ ≤ nk+1‖φ(k)‖∞|f(y)| ∈ L1(Ry).

所以 fn ∈ C∞(R).
再看 L1 收敛. 换元 z = n(x− y) 可得

fn(x) =

∫
R
φ(z)f

(
x− z

n

)
dz.

因为
∫
φ = 1, 有

fn(x)− f(x) =

∫
R
φ(z)

[
f
(
x− z

n

)
− f(x)

]
dz.

用 Tonelli 定理,
‖fn − f‖L1 ≤

∫
R
φ(z)

∥∥∥f (· − z

n

)
− f(·)

∥∥∥
L1

dz.

对每个固定 z, 积分的平移连续性给出 ∥∥∥f (· − z

n

)
− f(·)

∥∥∥
L1

→ 0.

同时它被 2‖f‖L1 控制, 而 φ 有紧支撑且可积. 再用 DCT, 得到 ‖fn − f‖1 → 0.

Problem 9.27 2024-7
假设 (X,Γ, µ) 是一个测度空间,

f ∈ L1(X,µ), 0 ≤ f ≤ 1.

证明:
lim

n→+∞

∫
X

f(x)n dµ(x) = µ
(
f−1({1})

)
.

Proof. 逐点看就行:
f(x)n → χf−1({1})(x).

因为 0 ≤ fn ≤ f ∈ L1(X,µ), 由 DCT,

lim
n→∞

∫
X

f(x)n dµ(x) =
∫
X

χf−1({1}) dµ(x) = µ
(
f−1({1})

)
.
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Problem 9.28 2024-8
假设 f ∈ C1[a, b]. 证明:

V ba f =

∫ b

a

|f ′(x)| dx.

Proof. 先证上界. 对任意分划 a = x0 < x1 < · · · < xN = b, 由微积分基本定理,

N∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| ≤
N∑
i=1

∫ xi

xi−1

|f ′(x)| dx =

∫ b

a

|f ′(x)| dx.

对分划取上确界, 得到

V ba f ≤
∫ b

a

|f ′(x)| dx.

反过来, 由 |f ′| 的连续性, 对任意 ϵ > 0, 可取足够细的分划, 使得任意取标记点的 Riemann 和都与∫ b
a
|f ′| 相差小于 ϵ. 对每个小区间, Lagrange 中值定理给出 ξi ∈ (xi−1, xi), 使得

|f(xi)− f(xi−1)| = |f ′(ξi)|(xi − xi−1).

因而

V ba f ≥
∑
i

|f ′(ξi)|(xi − xi−1) ≥
∫ b

a

|f ′(x)| dx− ϵ.

令 ϵ ↓ 0 即可.

Problem 9.29 2024-9
假设 f ∈ L∞(R), 而且

lim
h→0

∫
R

∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ dx = 0.

证明:
f =常数, a.e. x ∈ R.

Proof. 这个题不能简单说 f ′ = 0, 因为 L∞ 函数可以有跳跃. 正确做法是用 Lebesgue 点来恢复函数值.
取 x < y 都是 f 的 Lebesgue 点. 因为 f ∈ L∞

loc(R), 由 Lebesgue 点定理,

f(x)− f(y) = lim
h→0

(
1

h

∫ x+h

x

f(z)dz − 1

h

∫ y+h

y

f(z)dz
)
.

整理积分区间,
1

h

∫ x+h

x

f(z)dz − 1

h

∫ y+h

y

f(z)dz =
∫ y

x

f(z)− f(z + h)

h
dz.

因而

|f(x)− f(y)| ≤ lim sup
h→0

∫
R

∣∣∣∣f(z + h)− f(z)

h

∣∣∣∣ dz = 0.

这说明对几乎处处的 x, y, 有 f(x) = f(y). 由 Fubini 定理, 可取一个 Lebesgue 点 x0, 使得 f(y) = f(x0)

对 a.e. y 成立. 因而 f 几乎处处为常数.

Problem 9.30 2024-附加
假设 a, b > 0. 证明: ∫

[0,1]×[0,1]

1

xa + yb
dm2(x, y) <∞ ⇐⇒ 1

a
+

1

b
> 1.
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Proof. 唯一的问题在 (0, 0) 附近. 作换元

u = xa, v = yb.

记 α = 1/a, β = 1/b, 则积分的敛散性等价于∫ 1

0

∫ 1

0

uα−1vβ−1

u+ v
dudv

的敛散性.
把区域分成 v < u 和 u < v. 在 v < u 上, u+ v ∼ u, 因而对应积分与∫ 1

0

∫ u

0

uα−2vβ−1dvdu = C

∫ 1

0

uα+β−2du

同阶. 这收敛当且仅当 α+ β > 1. 另一半区域 u < v 完全一样. 所以原积分有限当且仅当

α+ β > 1,

也就是
1

a
+

1

b
> 1.
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9.4 2023fin

Problem 9.31 2023-1
举例说明下面两个包含关系均为真包含关系:

Lip[0, 1] ⊂ AC[0, 1] ⊂ BV [0, 1].

Proof. 前一个真包含取
f(x) =

√
x.

因为 f ′(x) = 1
2
√
x
∈ L1(0, 1), 所以 f ∈ AC[0, 1]. 但 f 不可能 Lipschitz, 因为

|f(x)− f(0)|
|x− 0|

=
1√
x
→ +∞.

后一个真包含取 Cantor函数 C(x). 它单调递增,所以 C ∈ BV [0, 1]. 但 C ′ = 0 a.e. 且 C(1)−C(0) =
1, 若 C ∈ AC[0, 1], 则

C(1)− C(0) =

∫ 1

0

C ′(x) dx = 0,

矛盾. 因而 C /∈ AC[0, 1].

Problem 9.32 2023-2
已知有两列非负可积函数 {fj}, {gj} 分别几乎处处收敛到 f, g, 且

|fj(x)| ≤ gj(x).

若 {gj} 依 L1 范数收敛到 g, 试证明 {fj} 也依 L1 范数收敛到 f .

Proof. 这就是广义 DCT, 不写了.

Problem 9.33 2023-3
已知有两列非负可积函数 {fj}, {gj}分别依测度收敛到 f, g,试判断 {fjgj}是否依测度收敛到 fg?
解释理由.

Proof. 结论是对的. 这个题就是依测度收敛对乘法封闭, 但是要用截断把无界性处理掉.
任取 ϵ > 0. 因为 f, g 可积, 可先取 M ≥ 1, 使得

m({|f | > M}) +m({|g| > M}) < ϵ.

在集合

{|f | ≤M, |g| ≤M, |fj − f | ≤ 1}

上有 |fj | ≤M + 1, 从而

|fjgj − fg| ≤ |fj ||gj − g|+ |g||fj − f | ≤ (M + 1)|gj − g|+M |fj − f |.

因此

m({|fjgj − fg| > ϵ}) ≤ m({|f | > M}) +m({|g| > M}) +m({|fj − f | > 1})

+m

(
{|gj − g| > ϵ

2(M + 1)
}
)
+m

(
{|fj − f | > ϵ

2M
}
)
.

令 j → ∞, 后三项趋于 0. 再令 M 取得越来越大, 就得到

fjgj → fg

in measure.
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Problem 9.34 2023-4
举例说明 Fubini 定理对一般可测函数不一定正确.

Proof. 可以背诵一下 PPT 或者 25 年的考试题. 设 µ 是 N 上的计数测度, 定义

f(x, y) =


1, x = y,

−1, x = y + 1,

0, otherwise.

固定 y 时, ∑
x

f(x, y) = 1− 1 = 0,

所以先对 x 求和再对 y 求和得到 0. 固定 x 时, x = 1 给出和为 1, x ≥ 2 给出和为 0, 所以反过来的累次
积分等于 1.

Problem 9.35 2023-5
证明 R3 中存在可数个互不相交的闭小球 Bj ⊂ [0, 1]3, 使得

m

[0, 1]3 \
⋃
j

Bj

 = 0.

Proof. 这就是 Vitali 覆盖定理. 考虑所有包含在 (0, 1)3 中的闭球组成的族 B. 对 (0, 1)3 中的任意点 x

和任意 δ > 0, 都存在 B ∈ B, 使得
x ∈ B, diamB < δ.

因而 B 是 (0, 1)3 的 Vitali 覆盖.
由 Vitali 覆盖定理, 可取至多可数个两两不交的闭球 {Bj} ⊂ B, 使得

m

(0, 1)3 \
⋃
j

Bj

 = 0.

再注意边界 ∂[0, 1]3 是零测集, 就得到题目结论.

Problem 9.36 2023-6
设 f ∈ L1(E), 写出分布函数 f∗(t) 的定义并证明∫

E

|f(x)| dx =

∫ ∞

0

f∗(t) dt.

Proof. 分布函数定义为
f∗(t) = m({x ∈ E : |f(x)| > t}), t ≥ 0.

对每个 x, 有层蛋糕表示
|f(x)| =

∫ ∞

0

χ{t<|f(x)|} dt.

由 Tonelli 定理, ∫
E

|f(x)| dx =

∫
E

∫ ∞

0

χ{t<|f(x)|} dtdx

=

∫ ∞

0

m({x ∈ E : |f(x)| > t}) dt

=

∫ ∞

0

f∗(t) dt.
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Problem 9.37 2023-7
判断对错并给出理由.

1. 单调递增函数 f : R → R 的导数几乎处处存在, 导函数可测且

f ′(x) ∈ L+(R) ∩ L1(R).

2. 设 f : [0, 1] → R 是单调函数, 则∫ 1

0

f ′(x) dx = f(1)− f(0).

3. 函数 f : R → R 广义 Riemann 可积, Lebesgue 可积, 则两个积分值相同.

Proof. (1) 错. 单调函数确实几乎处处可导, 且导函数是非负可测函数, 但是不一定可积. 取 f(x) = x, 则
f ′(x) = 1 /∈ L1(R).

(2) 错. 取 Cantor 函数 C. 它单调递增, 但 C ′ = 0 a.e., 所以∫ 1

0

C ′(x) dx = 0 6= 1 = C(1)− C(0).

(3) 对. 在有限区间上 Riemann 可积函数的 Riemann 积分与 Lebesgue 积分一致. 对广义 Riemann
积分, 先在有限区间上截断, 两种积分一致; 再利用 f 的 Lebesgue 可积性控制尾部, 令截断区间趋于全空
间即可.

Problem 9.38 2023-8
证明 L∞(E) 空间是 Banach 空间.

Proof. 设 {fn} 是 L∞(E) 中的 Cauchy 列. 对每个 k, 可取 Nk, 使得当 m,n ≥ Nk 时,

‖fm − fn‖L∞(E) < 2−k.

去掉一个零测集后, 上式对所有这些可数多个 m,n, k 逐点成立. 因而对几乎处处的 x, {fn(x)} 是 R 中的
Cauchy 列. 定义

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

在这些点上成立, 零测集上的定义不影响.
固定 k 并令 m→ ∞, 得到当 n ≥ Nk 时

|fn(x)− f(x)| ≤ 2−k a.e.

所以

‖fn − f‖L∞(E) ≤ 2−k, n ≥ Nk.

这说明 fn → f in L∞(E). 同时 f = fNk
+ (f − fNk

) a.e., 右边属于 L∞, 所以 f ∈ L∞(E). 因而 L∞(E)

完备.

Problem 9.39 2023-9
设 f : [0, 1] → R 定义为

f(x) =

x
3/2 sin 1

x
, x > 0,

0, x = 0.
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证明

V 1
0 f ≤ 3.

Proof. 在 (0, 1] 上,
f ′(x) =

3

2
x1/2 sin 1

x
− x−1/2 cos 1

x
.

于是 ∫ 1

0

|f ′(x)| dx ≤ 3

2

∫ 1

0

x1/2 dx+

∫ 1

0

x−1/2 dx ≤ 3.

因此 f ′ ∈ L1(0, 1), 从而 f ∈ AC[0, 1], 并且

V 1
0 f ≤

∫ 1

0

|f ′(x)| dx ≤ 3.

Problem 9.40 2023-10
设 f ∈ L1[a, b], 证明

lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

|f(t)− f(x)| dt = 0

几乎处处成立.

Proof. Lebesgue 点定理的单侧版本. 由 Lebesgue 点定理, 对 a.e. x ∈ (a, b),

lim
r→0+

1

2r

∫ x+r

x−r
|f(t)− f(x)| dt = 0.

对这样的 x, 当 h > 0 充分小时,

1

h

∫ x+h

x

|f(t)− f(x)| dt ≤ 1

h

∫ x+h

x−h
|f(t)− f(x)| dt = 2 · 1

2h

∫ x+h

x−h
|f(t)− f(x)| dt→ 0.

若考虑 h < 0, 只要把区间换成 [x+ h, x] 即可, 完全一样.
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9.5 2022fin

备选题很多不是实分析题, 别看.
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9.6 2021fin

Problem 9.41 2021-1
R 上的广义 Riemann 积分是否一定 Lebesgue 可积? 反之是否成立? 举例说明.

Proof. 都不一定.
广义 Riemann 可积不一定 Lebesgue 可积. 例如

f(x) =
sinx
x

χ[1,∞)(x).

其广义 Riemann 积分由 Dirichlet 判别法收敛, 但∫ ∞

1

∣∣∣∣ sinxx
∣∣∣∣ dx = +∞,

所以不是 Lebesgue 可积函数.
反过来也不一定. 例如

f = χQ∩[0,1].

它 Lebesgue 可积且积分为 0, 但是在 [0, 1] 上不是 Riemann 可积, 更谈不上通常意义下的广义 Riemann
积分.

Problem 9.42 2021-2
设 f ∈ BV [0, 1], 集合

E = {x ∈ [0, 1] : f ′(x) = ∞}

是否 Lebesgue 可测?

Proof. 可测. 事实上这和 f ∈ BV 关系不大, 只要 f 可测且差商可测即可.
记

Dhf(x) =
f(x+ h)− f(x)

h

为差商. 用有理数 h→ 0 刻画导数为 +∞, 可以写成

E =

∞⋂
M=1

∞⋃
N=1

⋂
0<|h|<1/N

h∈Q

{x : Dhf(x) > M},

端点处可以只在定义域内取 h. 右边是可测集的可数次并交, 因而可测.

Problem 9.43 2021-3
设 f, g ∈ AC[0, 1] 且 g([0, 1]) ⊂ [0, 1], 是否一定有 f ◦ g ∈ AC[0, 1]?

Proof. 不一定. 这个题和9.15是同一个反例.

Problem 9.44 2021-4
设 f ∈ L(E), 证明 ∫

E

|f(x)|p dx =

∫ ∞

0

pλp−1m({x ∈ E : |f(x)| > λ})dλ.

Proof. 对每个 x, 有

|f(x)|p =
∫ |f(x)|

0

pλp−1dλ =

∫ ∞

0

pλp−1χ{|f(x)|>λ}dλ.



§ 9 9.6 2021fin 第 144 页 / 共 153 页

对 x 积分并用 Tonelli 定理, 得到∫
E

|f(x)|p dx =

∫
E

∫ ∞

0

pλp−1χ{|f(x)|>λ}dλ dx

=

∫ ∞

0

pλp−1m({x ∈ E : |f(x)| > λ})dλ.

Problem 9.45 2021-5
设有抽象正测度 µ, 定义

‖f‖L∞(R,µ) = inf{M > 0 : µ({x ∈ R : |f(x)| > M}) = 0}.

1. 对 f ∈ L∞(R) ∩ C(R) 和 R 上 Lebesgue 测度 m, 证明

‖f‖L∞(R,m) = sup
x∈R

|f(x)|.

2. 对 Dirac 测度 δ0, 举例说明 (1) 不对.

3. 设 f ∈ L∞(R), 是否一定存在 g ∈ C(R) 使得 f = g a.e. x ∈ R?

Proof. (1) 这个之前讲过了.
(2) 取

f(x) =
x2

1 + x2
.

则 f(0) = 0, 所以
‖f‖L∞(R,δ0) = 0,

但 supR |f | = 1.
(3) 不一定. 这是作业题. 取 f = χ[0,∞). 若存在连续函数 g 使得 f = g a.e., 则 g = 0 在 (−∞, 0) 的

一个稠密子集上成立, 由连续性得 g = 0 on (−∞, 0). 同理 g = 1 on (0,∞). 这与 g 在 0 处连续矛盾.

Problem 9.46 2021-6
设 {fk} 为 E 上可数可测函数列, 满足∫

E

f2k dx ≤ 2021,

∫
E

fkfj dx = 0, ∀k 6= j.

证明: 对 β > 1,
n2∑
k=1

∫
E

(
1

nβ
fk

)2

dx ≤ 2021

n2β−2
,

且

lim
n→∞

n2∑
k=1

(
1

nβ
fk

)2

= 0 a.e.

Proof. 第一个估计直接算:
n2∑
k=1

∫
E

(
1

nβ
fk

)2

dx =
1

n2β

n2∑
k=1

∫
E

f2k dx ≤ 2021n2

n2β
=

2021

n2β−2
.

令

Sn(x) =

n2∑
k=1

(
1

nβ
fk(x)

)2

.
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取二进制子列. 由上式,
∞∑
m=1

∫
E

S2m(x) dx ≤ 2021

∞∑
m=1

2−m(2β−2) <∞.

因而 ∑
m

S2m(x) <∞ a.e.,

特别 S2m(x) → 0 a.e.
若 2m ≤ n < 2m+1, 则

Sn(x) ≤
∑22m+2

k=1 fk(x)
2

22βm
= 22βS2m+1(x).

右边 a.e. 趋于 0, 所以 Sn → 0 a.e.

Problem 9.47 2021-7
设 f, g ∈ L+(E), 满足

m({x ∈ E : g(x) > t}) ≤ 1

t

∫
{x∈E:g(x)>t}

f(x) dx.

对 ∀p ∈ (1,+∞), 证明: (∫
E

g(x)p dx
)1/p

≤ p

p− 1

(∫
E

f(x)p dx
)1/p

.

Proof. 这是一个 Hardy 型估计. 记 At = {x ∈ E : g(x) > t}. 由分布函数公式和题设,∫
E

gp dx = p

∫ ∞

0

tp−1m(At) dt

≤ p

∫ ∞

0

tp−2

∫
At

f(x) dx dt

= p

∫
E

f(x)

∫ g(x)

0

tp−2 dtdx

=
p

p− 1

∫
E

f(x)g(x)p−1 dx.

用 Hölder 不等式, ∫
E

fgp−1 dx ≤ ‖f‖p‖g‖p−1
p .

若 ‖g‖p = 0 则结论显然, 否则两边除以 ‖g‖p−1
p 即可.

Problem 9.48 2021-8
设 E 零测, 开集列 Ok ⊃ E, m(Ok) < 2−k, 令

Φ(x) =

∫ x

0

∞∑
k=1

χOk
(t) dt.

证明 Φ(x) ∈ C(R), 且 Φ′(x) = ∞, x ∈ E.

Proof. 原本的题目结论错了, 这里已做修改.
令

h(t) =

∞∑
k=1

χOk
(t).
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由于 ∫
R
h(t) dt ≤

∞∑
k=1

m(Ok) <∞,

有 h ∈ L1(R). 因而
Φ(x) =

∫ x

0

h(t) dt

是绝对连续函数, 特别 Φ ∈ C(R).
但若 x ∈ E, 则对任意 N , 因为 x ∈ O1 ∩ · · · ∩ ON 且这些集合都是开集, 存在 δN > 0, 使得当

|t− x| < δN 时,
∞∑
k=1

χOk
(t) ≥ N.

于是对 0 < |h| < δN ,
Φ(x+ h)− Φ(x)

h
≥ N.

因为 N 任意, 所以导数为 +∞.

Problem 9.49 2021-9
设 f 是 R2 上的可测函数, 且 ‖f‖L1(R2) = 1. 通过估计∫

|x|≤1

∫
R2

|f(y
|y − x|

dy dx

证明存在 |x0| ≤ 1, 使得 ∫
R2

f(y)

|y − x0|
dy < 2021.

Proof. 原本的提示有点问题, 这里也改了.∫
|x|≤1

∫
R2

|f(y)|
|y − x|

dy dx =

∫
R2

|f(y)|
∫
|x|≤1

1

|y − x|
dx dy

≤
∫
|y|≤2

|f(y)|
∫
|x|≤1

1

|x− y|
dx dy

∫
|y|>2

|f(y)|
∫
|x|≤1

1

|x− y|
dx dy

≤
∫
|y|≤2

|f(y)|
∫
|z|≤3

1

|z|
dz dy +

∫
|y|>2

|f(y)|
∫
|x|≤1

1dz dy

≤ 6π

∫
|y|≤2

|f(y)| dy + 2π

∫
|y|>2

|f(y)| dy ≤ 6π||f ||1.

如果对所有 |x| ≤ 1 都有 ∫
R2

|f(y)|
|y − x|

dy ≥ 2021,

那么左边再对 x ∈ B(0, 1)积分至少为 2021π,与 6π 矛盾. 因而存在 |x0| ≤ 1使得上面积分小于 2021.

Problem 9.50 2021-10
设 f(x) 在 R 上处处可导, 且 f ∈ L2(R), f ′ ∈ L2(R). 证明:

1. 任给闭区间 [a, b], 有 f ∈ AC[a, b];

2. limx→∞ f(x) = 0.

Proof. 用上次习题课讲的小结论, 这个函数当然绝对连续.
现在证明无穷远处趋于 0. 由第一问, f2 在任意紧区间上绝对连续, 且

(f2)′ = 2ff ′ ∈ L1(R)
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(这里用 Cauchy-Schwarz). 因而对 x < y,

f(y)2 − f(x)2 = 2

∫ y

x

f(t)f ′(t) dt.

因为 ff ′ ∈ L1(R), 当 x, y → +∞ 时右边趋于 0, 所以 f(x)2 在 +∞ 处有极限 (因为 Cauchy 列). 但
f ∈ L2(R), 这个极限只能是 0, 否则尾部积分发散. 因而

lim
x→∞

f(x) = 0.
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9.7 2020fin

Problem 9.51 2020-1
设 {fi}i∈I 是可测函数族, g = supi∈I fi. 当 I 是可数集时, g 是否可测? I 是不可数集时, g 是否可
测? 证明你的结论.

Proof. 当 I 可数时可测. 因为对任意 a ∈ R,

{x : g(x) > a} =
⋃
i∈I

{x : fi(x) > a},

右边是可数个可测集的并, 所以可测.
当 I 不可数时不一定可测. 取一个不可测集 V ⊂ [0, 1], 对每个 t ∈ V 令

ft(x) = χ{t}(x).

每个 ft 都是可测函数, 但
sup
t∈V

ft(x) = χV (x),

而 χV 不可测. 所以不可数族的上确界不一定可测.

Problem 9.52 2020-2
证明: 非空完全集不可数.

Proof. 这个是刚上课的时候的作业题, 完全集是完备的, 如果可数, 就与 Baire 纲矛盾.

Problem 9.53 2020-3
设 X 是无穷集, 证明: X 与 X ×X 等势.

Proof. 集合论不讲, 我也不熟.

Problem 9.54 2020-4
设有可积函数列 fn 和 f , 满足 ∫ 1

0

|fn(x)− f(x)| dx ≤ 1

n2
, ∀n.

证明 fn → f a.e.

Proof. 这都把 BC 引理送到嘴边了.∫ 1

0

∞∑
n=1

|fn(x)− f(x)| dx =

∞∑
n=1

∫ 1

0

|fn(x)− f(x)| dx ≤
∞∑
n=1

1

n2
<∞.

因而
∞∑
n=1

|fn(x)− f(x)| <∞

对 a.e. x 成立. 级数收敛当然推出其通项趋于 0, 所以 fn(x) → f(x) a.e.

Problem 9.55 2020-5
证明: 存在 f : [0, 1] → [0, 1] 满足 f ′ 存在且可积, 并满足不等式∫ 1

0

f ′(x) dx < f(1)− f(0).
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Proof. Volterra 函数 x2 sin 1
x x 6= 0,

0 x = 0.

Problem 9.56 2020-6
证明: 存在不可测集 W , 其可测子集必是零测集.

Proof. 取 [0, 1] 中的一个 Vitali 集 W , 即按等价关系 x ∼ y ⇐⇒ x − y ∈ Q 每个等价类取一个代表元.
这样的 W 不可测.

现在设 A ⊂W 且 A 可测. 若 m(A) > 0, 由 Steinhaus 定理, A−A 包含 0 的一个邻域. 于是存在非
零有理数 q ∈ A− A, 即有 a, b ∈ A 使得 a− b = q. 但 A ⊂ W , 而 W 中任意两个不同点不可能相差有理

数, 矛盾. 因此 m(A) = 0.

Problem 9.57 2020-7
求极限

lim
n→∞

∫ 1

0

√
nx

1 + nx
dx, lim

n→∞

∫ 2

0

(1 + x2n)1/n dx.

Proof. 第一个直接换元 u =
√
nx:∫ 1

0

√
nx

1 + nx
dx =

2

n

∫ √
n

0

u2

1 + u2
du

=
2

n

(√
n− arctan

√
n
)
→ 0.

第二个用控制收敛. 对 x ∈ [0, 1], (1 + x2n)1/n → 1; 对 x ∈ (1, 2],

(1 + x2n)1/n = x2(1 + x−2n)1/n → x2.

又

(1 + x2n)1/n ≤ 2max{1, x2},

右边在 [0, 2] 上可积. 因而

lim
n→∞

∫ 2

0

(1 + x2n)1/n dx =

∫ 1

0

1dx+

∫ 2

1

x2 dx =
10

3
.

Problem 9.58 2020-8
设 f : [0, 1] → [−1, 1] 满足: 对任意 n, 任意 x1, x2, · · · , xn ∈ [0, 1] 都有∣∣∣∣∣

n∑
k=1

f(xk)

∣∣∣∣∣ ≤ 1.

证明 f = 0 a.e.

Proof. 这个题的表述有点小问题, 因为如果允许取同一个点, 那就是 f ≡ 0. 如果不允许的话, 那就考虑
{f > 1

k} 这样的集合, 这样的集合在条件下显然零测. 总之是水题.
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Problem 9.59 2020-9
设 R 上 m(E) <∞, f 为 E 上的可测函数, 证明: 对任意 ε > 0 存在有界可测函数 g, 使得

m{x ∈ E : f(x) 6= g(x)} < ε.

Proof. 这和标准的 Lusin+Tietze 做法只相差了一个有界性. 这可以用测度的连续性, 考虑

EN := {x ∈ E : |f(x)| ≤ N}

即可.

Remark. 这个题加上有界就是隔壁班期中考试题, 个人认为 Lusin+Tietze 的处理是学实分析的时候必
须学会的方法.

Problem 9.60 2020-10
设 C 为标准 Cantor 集. 证明 C 没有内点, {(x, y) : exy ∈ C} 是 R2 上的可测集. 并进一步证明:
存在没有内点的正测度集.

Proof. 这个题关于 Cantor 集和 Cantor–like set 的部分是平凡的. 映射

F : R2 → R, F (x, y) = exy

连续, 而 C 闭, 所以
{(x, y) : exy ∈ C} = F−1(C)

是闭集, 特别是 Lebesgue 可测集.
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9.8 2019fin

Problem 9.61 2019-1
下列说法是否正确 (证明或举反例): 存在严格单调增加函数 f : R → R, 使得∫

R
f ′(x) dx = 0.

Proof. 这是任老师 PPT 上的例子, 即

f(x) =

∞∑
k=1

χ(qk,∞)(x).

Problem 9.62 2019-2
给出 Tonelli 定理在下列特殊情形的详细证明: 假设 K 是 R2 中的紧子集, χK 是 K 上的特征函

数, 则 ∫
R2

χK(x, y) dx dy =

∫
R

(∫
R
χK(x, y) dy

)
dx.

Proof. 先看开集. 若 U ⊂ R2 是有界开集, 可把 U 分解成至多可数个两两不交的半开小矩形的并. 对一
个矩形 Q = I × J , ∫

R2

χQ dx dy = |I||J | =
∫
R

(∫
R
χQ(x, y) dy

)
dx.

对有限并由可加性得到, 对可数并再用单调收敛定理得到∫
R2

χU dx dy =

∫
R

(∫
R
χU (x, y) dy

)
dx.

现在回到紧集 K. 令
Un = {z ∈ R2 : dist(z,K) < 1/n}.

则 Un 是有界开集, 且 Un ↓ K. 由上一步,∫
R2

χUn dx dy =

∫
R

(∫
R
χUn(x, y) dy

)
dx.

左边由测度连续性趋于
∫
R2 χK dx dy. 对固定 x, 截面 (Un)x 下降到 Kx, 所以∫

R
χUn

(x, y) dy →
∫
R
χK(x, y) dy.

又所有 Un 都包含在某个大矩形中, 右边的截面积函数有一个可积控制. 由控制收敛定理, 右边也收敛到∫
R

(∫
R
χK(x, y) dy

)
dx.

于是得到所需等式.

Problem 9.63 2019-3
设 L2[0, 2π] 是区间 [0, 2π] 上实值平方可积函数全体, 其内积定义为

〈f(x), g(x)〉 = 1

2π

∫ 2π

0

f(x)g(x) dx.

1. 写出 L2[0, 2π] 的一组标准正交基.
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2. 证明: limn→∞〈f(x), sin(nx)〉 = 0.

Proof. (1) 在这个归一化内积下, 一组标准正交基是

1,
√
2 cosnx,

√
2 sinnx, n = 1, 2, · · · .

(2) 先对三角多项式 P 看. 若 P 只含到 N 阶三角函数, 则当 n > N 时

〈P, sinnx〉 = 0.

对一般 f ∈ L2[0, 2π], 由三角多项式在 L2 中稠密, 任取 ε > 0, 可取 P 使得 ‖f − P‖2 < ε. 于是当 n > N

时,
|〈f, sinnx〉| = |〈f − P, sinnx〉| ≤ ‖f − P‖2‖ sinnx‖2 ≤ ε.

所以 〈f, sinnx〉 → 0.

Problem 9.64 2019-4
假设 f : R → R 是单调增加函数, 而且对于所有 x ∈ R, 极限

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

存在, 其值为实数或无穷. 利用 Vitali 覆盖引理证明

m({x ∈ R : f ′(x) = ∞}) = 0.

Proof. 记 E = {x : f ′(x) = ∞}. 只要证明 E ∩ [a, b] 零测即可. 固定 M > 0. 对每个 x ∈ E ∩ [a, b], 由
f ′(x) = ∞ 可知存在任意小的 h > 0, 使得

f(x+ h)− f(x)

h
> M.

取中心区间 I = (x−h, x+h), 并令 h足够小使得 I ⊂ (a−1, b+1). 这些 I 构成 E ∩ [a, b]的 Vitali覆盖.
由 Vitali 覆盖引理, 可取两两不交的区间 Ik = (xk − hk, xk + hk), 使得

m

(
(E ∩ [a, b]) \

⋃
k

Ik

)
= 0.

对每个 k 有

f(xk + hk)− f(xk) > Mhk =
M

2
|Ik|.

又区间 (xk, xk + hk) 两两不交并且都在 (a− 1, b+ 1) 中, 所以由 f 单调递增,

M

2

∑
k

|Ik| <
∑
k

(
f(xk + hk)− f(xk)

)
≤ f(b+ 1)− f(a− 1).

因而

m(E ∩ [a, b]) ≤
∑
k

|Ik| ≤
2(f(b+ 1)− f(a− 1))

M
.

令 M → ∞, 得 m(E ∩ [a, b]) = 0. 再对有理端点区间取并, 得 m(E) = 0.

Problem 9.65 2019-5
假设对于所有 n ∈ N, 函数 fn, f 是 R 上非负 Lebesgue 可积函数, 而且

lim
n→∞

fn(x) = f(x), ∀x ∈ R,
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且

lim
n→∞

∫
R
fn(x) dx =

∫
R
f(x) dx.

证明:
lim
n→∞

‖fn − f‖L1(R) = 0.

Proof. 考虑 |fn − f | ≤ fn + f , 用广义 DCT 即可.

Problem 9.66 2019-6
假设 α, β 是正常数, f : [0, 1] → R 是连续函数满足

f(x) = xα sin 1

xβ
, x ∈ (0, 1].

如果 f ∈ BV [0, 1], 证明 f ∈ AC[0, 1].

Proof. 上次习题课讲过了, 不写了.

Problem 9.67 2019-7
假设 f(x) = x− 1

2x
2, 计算全变差 V 1

0 f .

Proof. 因为
f ′(x) = 1− x ≥ 0, x ∈ [0, 1],

所以 f 在 [0, 1] 上单调增加. 因而
V 1
0 f = f(1)− f(0) =

1

2
.
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