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1 第一次习题课讲义

1.1 作业答案

Problem 1.1 P13.1
设 f : R → R, 记 f1 = f , fn = f ◦ fn−1, n ≥ 2. 若存在 n0 ≥ 1, 使得 fn0

(x) = x, 则 f 是双射.

Proof. “左逆单, 右逆满.” 由 fn0 = f ◦ fn0−1 = fn0−1 ◦ f = Id 可知 f 是双射.

Problem 1.2 P13.2
不存在 R 上的连续函数 f , 它在无理数集 R \Q 上是单射, 而在 Q 上不是单射.

Proof. 反证法. 设 q1 <2∈ Q,使得 f(q1) = f(q2), f 不是常值函数,因此存在 x0 ∈ (q1, q2)为 f 在 [q1, q2]

上的极值点. 由值域的连通性, 以及 f 在无理数上单射, 可以构造映射 q : (q1, x0)R\Q → (x0, q2)Q, 使得
f(α) = f(q(α)), 这里 α ∈ (q1, x0)R\Q. 由 f 在无理数上单射, q 是一个单射, 但是 (q1, x0)R\Q 的基数是 c,
而 (x0, q2)Q 的基数是 ℵ0, 因此这是不可能的.

Problem 1.3 P13.3
f : X → Y 是满射当且仅当对任意的真子集 B ⊆ Y , 有 f(f−1(B)) = B.

Proof. 等式推满射只要考虑 B 为单点集即可, 另一侧显然.

Problem 1.4 P54.4
设 f : X → Y , A ⊆ X, B ⊆ Y , 试问: 下列等式成立吗?

1. f−1(Y \B) = f−1(Y ) \ f−1(B).

2. f(X \A) = f(X) \ f(A).

Proof. 1. 这里指出一个基本的集合论事实, f−1 与集合的并, 交, 补 (差) 是交换的, 这个事实可以直
接使用, 证明可自行验证. 因此结论成立.

2. 设 f ≡ c, A ⫋ X 即为反例.

Problem 1.5 P50.1
设 E ⊆ R 是非空完全集, 试证明对任意的 x ∈ E, 存在 y ∈ E, 使得 x− y 为无理数.

Proof. E 为完全集意为, E = E′. 这个题实际上只要证明, 完全集是一个不可数集. 这里给出一个用
Baire 纲定理的证法. 考虑 E ⊆ R, 那么 E 是一个完备度量空间, 若 E 可数, 那么 E = {x1, · · · , xn, · · · },
也即 E = ∪n{xn}, 这与 Baire 纲定理矛盾, 因此 E 是不可数集.

Problem 1.6 P50.2
试证明 x = 1

4 , 1
13 属于 Cantor 集.

Proof. 考虑 Cantor 集的三进制表示, 那么 1
4 = (0.0̇2̇)3, 1

13 = (0.0̇0̇2̇)3.
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Problem 1.7 P38.3(Stein)
Cantor sets of constant dissection. Consider the unit interval [0, 1], and let ξ be a fixed real
number with 0 < ξ < 1 (the case ξ = 1/3 corresponds to the Cantor set C in the text).
In stage 1 of the construction, remove the centrally situated open interval in [0, 1] of length ξ.
In stage 2, remove two central intervals each of relative length ξ, one in each of the remaining
intervals after stage 1, and so on.
Let Cξ denote the set which remains after applying the above procedure indefinitely.a

1. Prove that the complement of Cξ in [0, 1] is the union of open intervals of total length equal
to 1.

2. Show directly that m∗(Cξ) = 0.

Hint: After the kth stage, show that the remaining set has total length = (1− ξ)k.
aThe set we call Cξ is sometimes denoted by C 1−ξ

2
.

Proof. 稍作归纳, 第 n 步中移除的小区间长度为
(

1−ξ
2

)n−1

ξ, 从而补集的长度为

∑
n=1

2n−1

(
1− ξ

2

)n−1

ξ = 1.

对于外测度, 注意到第 n 步时, 集合长度为 (1− ξ)n, 取极限即可.

Problem 1.8 P38.4(Stein)

Cantor-like sets. Construct a closed set Ĉ so that at the kth stage of the construction one
removes 2k−1 centrally situated open intervals each of length ℓk, with

ℓ1 + 2ℓ2 + · · ·+ 2k−1ℓk < 1.

1. If ℓj are chosen small enough, then

∞∑
k=1

2k−1ℓk < 1.

In this case, show that m(Ĉ) > 0, and in fact,

m(Ĉ) = 1−
∞∑
k=1

2k−1ℓk.

2. Show that if x ∈ Ĉ, then there exists a sequence of points {xn}∞n=1 such that xn /∈ Ĉ, yet
xn → x and xn ∈ In, where In is a sub-interval in the complement of Ĉ with |In| → 0.

3. Prove as a consequence that Ĉ is perfect, and contains no open interval.

4. Show also that Ĉ is uncountable.

Proof. 1. 自己算.

2. 其实题干指出了 xn 的构造, 因为 x ∈ Ĉ ⊆ Ĉk, 这里取 xk ∈ Ĉk \ Ĉk+1 就行了 (当然在第 k 步中 xk

与 x 在同一个区间里).
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3. 由于 Ĉ 闭, 有 Ĉ ′ ⊆ Ĉ, 另一方面, 利用截断 Ĉk =
⋃2k

n=1 Fn, 注意到端点总是留在 Cantor 集中, 选
离 x 最近的端点就证明了 Ĉ ⊆ Ĉ ′. 而第二问指出 Ĉ 当然不含开区间.

4. 完全集不可数.
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1.2 补充内容

1. 测度正则性: 我们如何定义测度?
在课上我们已经知道了抽象测度的定义方法, 或者说, 一个抽象的定义方法 (关于 π − λ 系统, 预测度

的内容就不讲了, 没意思):

2X 上的外测度+ Carathéodory 条件⇒ σ −代数上的测度

但是为什么是 Carathéodory 条件, 为什么还长成这个样子? 而且很糟糕的事情是, 凭什么这个条件是有
效的, 测度常常是符合直觉的对象, 他的定义为什么反而是抽象的. 这就是本话题将讨论的问题. 接下来
我们有时会将背景空间假设为 X, 我们总假设他是一个 Hausdorff 空间, 把它想象成 Rd 或者 [0, 1]d 也行.
首先对于开集 U , 我们先用如下方式定义开集的 (Lebesgue) 测度

m(U) = sup{
∫
f : f ∈ Cc(U), 0 ≤ f ≤ 1}.

Remark. 这样定义的测度就是 Lebesgue 测度, 如果直接假设 µ : TX → [0,+∞], 那么则是一个抽象
Radon 测度.

可以证明, 这里的 m 满足单调性, 紧有限性, 连续性, 次可加性 (w.r.t. 开集). 接下来我们定义外测度
和内测度, 这里的定义和课上讲的测度正则性是一样的.

外测度 m∗(E) = inf{m(U) : E ⊆ U, U is open.} 内测度 m∗(E) = sup{m∗(K) : K ⊂⊂ E.}

那么根据定义, 对开集 U , 有
m(U) = m∗(U).

我们接下来称集合 E 是 m-正则的, 若 m∗(E) = m∗(E).

Lemma 1.9
任意开集 U ⊂ Rd 都是 m-正则的.

Proof. 只要证明 m∗(U) ≥ m(U). 比较两个 sup 的定义即可.

Theorem 1.10
m∗ 在 BRd 上是一个测度. 它的完备化记作 (M,m), 称为 Rd 上的 Lebesgue 测度. M 中的元素

称为 Lebesgue 可测集. 此外, 对每个有界集合 E ∈ M, 都有

m(E) < +∞.

这个定理的证明是1.20和1.21的直接推论, 不在此处证明.
接下来我们稍微抽象一些, 直接造抽象的 Radon 测度. 这里我们首先要手动的加上所谓的开集正则

性.
µ(U) = µ∗(U) for every U is open.

为了不产生歧义, 我们整理如下.

Definition 1.11 Radon premeasure
我们称 µ : TX → [0,+∞] 是一个 Radon 预测度, 若 µ 满足:

1. µ(∅) = 0.

2. (单调性) 若 U ⊂ V ⊂ X 且 U, V 都开, 则 µ(U) ≤ µ(V ).

Fu C
ho

w



§ 1 1.2 补充内容 第 6 页 / 共 70 页

3. (可数次可加性) 对可数多个开集 U1, U2, . . . , 有

µ
(⋃
n

Un

)
≤
∑
n

µ(Un).

4. (可加性) 若 U1, U2 是互不相交的开集, 则

µ(U1 ∪ U2) = µ(U1) + µ(U2).

Remark. 这里的可数次可加性和可加性蕴含了分离可数可加性 (w.r.t. 开集), 同时, 整个定义中 (带上
开集正则性) 不难看出外测度和内测度的单调性.

现在, 我们的目标是, 证明 µ∗ 在 BX 上有可数可加性. 这里值得一提的是, 一种常见的策略是去考虑
所有的正则集, 但这样就不太好讲可数可加性, 同时背景空间是否测度有限也会影响我们的证明 (很多实
分析定理往往要求测度的 σ 有限性, 也许你可以想想这里的道理), 因此我们采取下面的证明策略.

Proposition 1.12
µ∗ 是次可加的.

Proof. 用 ϵ/2n 技巧. 不妨设 µ∗(En) <∞, 对任意 ϵ > 0, 有开集 En ⊆ Un 使得

µ(Un) ≤ µ(En) + ϵ/2n.

那么

m∗(∪En) ≤ m∗(∪Un) ≤
∑

m∗(Un) ≤
∑

m∗(En) + ϵ/2n =
∑

m∗(En) + ϵ.

接下来证明内测度的可数超可加性.

Proposition 1.13
设 K1, K2 是分离的紧集, 那么 µ(K1 ∪K2) = µ(K1) + µ(K2).

Proof. 只要证明反向不等式 µ(K1 ∪K2) ≥ µ(K1) + µ(K2). 取开集 K1 ∪K2 ⊆ U , 做截断得到不交开集
Ui 使得 Ki ⊆ Ui ⊆ U , 做不等式即可.

Proposition 1.14
µ∗ 是分离超可加的.

Proof. 由归纳法, 只要证明 µ∗(E1 ∪ E2) ≥ m∗(E1) +m∗(E2). 用1.13即可.

Corollary 1.15
En 是一族不交的 µ-正则集, 那么他们的并集也是 µ-正则的.

Proof. 这是1.12和1.14的直接推论.

接下来的结论真正刻画了什么是正则性.

Corollary 1.16 Regularity
设 E ⊂ X 满足 µ∗(E) < +∞. 则 E 是 µ-正则的, 当且仅当对任意 ϵ > 0, 都存在紧集 K 与开集 U
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使得

K ⊂ E ⊂ U 且 µ(U \K) < ϵ.

这个结果有其微妙之处,因为从定义来看,我们一直考虑的是 µ(U)−µ(K)是什么,而这里是 µ(U\K).
同时注意, 这个结论在无限测度时自然失效.

Proof. 由定义, 我们可以考虑 µ(U) − µ(K) 小, 这时注意到, U 和 U \K 都是开集, 而 K 是紧集, 因此
都是 µ-正则的, 从而由1.15, 有 µ(U) = µ(K) + µ(U \K).

接下来的引理是本话题的主定理的一个特殊情况, 但是证明是相对容易的.

Lemma 1.17
设 E1, E2 是 µ-正则子集, 且

µ(E1) < +∞, µ(E2) < +∞.

则 E1 ∪ E2, E1 ∩ E2, E2 \ E1 都是 µ-正则的.

Proof. 注意到 E1 ∩E2 = E2 \ (E2 \E1) 和 E1 ∪E2 = E1 t (E2 \E1), 只要证明 E2 \E1 是 µ 正则的即

可. 我们要用1.16来证明此时的结论, 通过一些画图观察, 可知应该考虑集合 (U2 \K1) \ (K2 \ U1). 而这
里我们通过集合估计得到

(U2 \K1) \ (K2 \ U1) = U2 ∩Kc
2 ∩ U1 ∩K2

1 ⊆ (U2 \K2) ∪ (U1 \K1),

这就完成了证明.

接下来我们希望用这个方式造出合适的 σ 代数, 但是出现了一个问题, 如果全空间测度无限, µ 正则
集其实不是一个好的假设, 因此我们引入如下概念.

Definition 1.18 Local regular
设 E ⊂ X, 若对每个满足 µ(Ω) < +∞ 的开集 Ω ⊂ X, 都有

µ∗(E ∩ Ω) = µ∗(E ∩ Ω),

则称 E 是局部 µ-正则的.

如果对某些可数相关的拓扑性质熟悉的话, 不难意识到下面的引理.

Lemma 1.19
设 E ⊂ X 且 µ∗(E) < +∞, 则 E 是 µ-正则的, 当且仅当 E 是局部 µ-正则的.

Proof. 先设 E 局部正则. 由于 µ∗(E) < +∞, 存在开集 Ω ⊃ E 使得 µ(Ω) < +∞. 于是 E ∩Ω 是正则的,
从而 E 是正则的.
反之, 设 E 正则. 令 Ω ⊂ X 是满足 µ(Ω) < +∞ 的开集. 由于 Ω 是 µ-正则的, 根据1.17E ∩ Ω 是正

则的. 所以 E 是局部正则的.

接下来叙述本话题的主定理.

Theorem 1.20
设 µ : TX → [0,+∞] 满足预测度和开集正则性. 令Mµ 为 X 中所有局部 µ-正则子集所成的集合.
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则Mµ 是一个包含 BX 的 σ-代数, 并且 µ∗ 在Mµ 上是一个完备测度. 我们把该测度空间记作

(Mµ, µ).

Remark. 其实考虑 Lebesgue 测度就知道, 集合的外测度和内测度未必一样, 这也是我们在所谓可测集
上是考虑 µ = µ∗ 的原因. 若此时的背景空间 X 为局部紧 Hausdorff 空间, 且 µ 在紧集上有限, 那么我们
称 µ 是 BX 上的一个 Radon 测度.

Proof. 第 1 步: 证明 Mµ 是一个 σ-代数. 这是平凡的集合验证, 用1.17和1.15即可.
第 2 步: 证明 Mµ 包含 BX , 并且 µ∗ 在其上是测度. 由开集正则性, 每个开集都是正则的, 因此也

局部正则. 所以Mµ 包含 TX , 从而包含
BX = σ(TX).

验证测度只要说明可数可加性, 设
E = ∪nEn

不妨设 µ∗(E) <∞. 此时有 µ∗(En) <∞, 由1.15, 得到了可数可加性.
第 3 步: 证明 µ∗ 在 Mµ 上完备. 这是外测度天然的性质.

这里我们看到, 我们通过局部正则性, 造出了一个包含 (BX , µ) 的完备测度空间, 一个自然的问题是,
这个完备测度空间是不是 (BX , µ) 的完备化呢? 下面的结论表明, 在大多数情况下, 这里的构造都是恰到
好处的.

Proposition 1.21
假设 (BX , µ) 是 σ-有限的, 则 (Mµ, µ) 就是 (BX , µ) 的完备化.

Proof. 从证明中我们可以看出条件的道理. 利用 σ 有限性, 考虑 E = ∪nEn, 这里 µ(En) < ∞. 利用内
正则性, 有 µ(En \Kj) <

1
j , 此时考虑 Fk = ∪kj=1Kj , 以及 F = ∪∞

k=1Fk(想想为什么要求两次并集). 可以
知道 F 是一个 Borel 集, 并且 µ(En \ F ) = 0. 这时用完备性就说明 En 在 BX 的完备化中, 从而完成了
证明.

最后, 让我们回答最开始的问题, 我们通过局部正则性定义的可测集, 和之前用 Carathéodory 条件定
义的可测集是不是同一个东西.

Theorem 1.22
设 E ⊂ X. 则下列两条等价:

1. E 是局部 µ-正则的.

2. E 是 Carathéodory 意义下的 µ∗-可测集, 也就是说, 对任意 A ⊂ X, 都有

µ∗(A ∩ E) + µ∗(A \ E) = µ∗(A).

Proof. (2)⇒(1). 我们证明一个更强的结论: 局部正则性等价于 Carathéodory 条件限制在有限测度的
开集上. 先设 Ω 是包含 E 的有限测度开集 (这里并不假设 E 的性质), 那么我们能证明

µ∗(E) = µ(Ω)− µ∗(Ω \ E).

由定义, 两边均为上确界, 因此只要证明,

sup{µ(K) : K ⊂ E 为紧集} = sup{µ(Γ) : Γ 在Ω 中闭, 且Γ ⊂ E}.
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对于 ≤ 一侧, 结论是显然的. 而对于另一侧, 对任意 ϵ > 0, 有紧集 K ⊂ Γ 使得

µ(K) > µ(Γ)− ϵ.

因此 ≥ 也成立.
那么改到一般的有限测度开集 Ω, 就是

µ∗(Ω ∩ E) = µ(Ω)− µ∗(Ω \ E).

那此时考虑局部正则性的定义, 我们就证明了局部正则性的等价条件, 从而证明了 (2) 到 (1).
(1)⇒(2). 此时只要证明 ≤, 并且我们不妨假设 µ∗(A) <∞. 由定义, 我们只要证明对开集 Ω ⊇ A 有

µ∗(A ∩ E) + µ∗(A \ E) ≤ µ(Ω).

即可, 又根据单调性, 我们只要证明

µ∗(Ω ∩ E) + µ∗(Ω \ E) = µ(Ω).

而这正是局部正则性.

就写到这里吧, 对测度正则性有个基本的认识就行, 能不把测度论当成集合论小游戏就足以证明本讲
义没白写.

2. Jordan“测度”: 时代的眼泪.
在数学分析 B3 中似乎引入了 Jordan“测度”(其实应该是叫容量) 的概念, 这里通过一个习题说明这

个概念的落后性. 为了方便, 我们只考虑 R 上的 Jordan 容量.
首先是 Jordan 外容量,

J∗(E) = inf
N∑
n=1

|In|,

这里 inf 遍历 E 的有限覆盖 ∪Nn=1In, 其中 In 都是区间.
由于这里是有限覆盖, 因此我们立刻看出, J∗(E) = J∗(Ē). 此时问题就大了, 因为这意味着

J∗([0, 1]Q) = J∗([0, 1]Q) = J∗([0, 1]) = 1.

而同时 Jordan 内容量其实应该对应定义为内部的简单集合膨胀, 也就是说 J∗([0, 1]Q) = 0, 因此
[0, 1]Q 不是 Jordan 可测集. 同时这也自动说明了, Jordan 容量不具有可数可加性, 或者说没有合适的 σ

代数, 所以不能被称为测度.
3. σ 代数的基数
这个题目灵感来自课上例题, Borelσ 代数的基数是 c, 那一般的无限 σ 代数呢? 事实上可以证明, 无

限 σ 代数的基数至少是 c(= 2ℵ0).
设 σ 代数 Σ 可数, 那么 Σ = {A1, · · · , An, · · · }. 对 x ∈ X, 定义

Cx =

( ⋂
x∈Ai

Ai

)
∩

 ⋂
x/∈Aj

Acj

 .

可自行验证如下性质:

1. Cx ∈ Σ.

2. Cx, Cy 要么不交, 要么相同.

3. 每个 A ∈ Σ 可以写成若干 Cx 的并集.

若 Cx 是无限个两两不交的集合, 此时做并集就说明 |Σ| ≥ 2ℵ0 , 若 Cx 只有有限个两两不同的集合, 那么
An 本身也是有限个, 因此无限 σ 代数至少有连续统基数.
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2 第二次习题课讲义

2.1 作业答案

Problem 2.1 P25.14
试证明全体超越数的基数是 c.

Proof. 首先, 代数数是整系数多项式的根集, 而超越数是代数数的补集. 因此只要说明代数数是可数的.
我们考虑截断, 设 An 是次数 ≤ n 的整系数多项式的根集, 注意到系数取值是可数的, 而每个多项式的根
是有限的, 因此 An 是可数集. 进一步, ∪nAn 也是可数的. 因此代数数可数, 超越数不可数.

Problem 2.2 P43.2
{fn(x)} 是闭集 F ⊆ R 上的连续函数列, 则 fn(x) 在 F 上的收敛点集是 Fσδ 集.

Proof. 这是一类标准的实分析习题, 将函数问题集合表示, 然后变成测度问题或者积分问题. 因为这里没
有极限函数, 所以要考虑 Cauchy 列. 这里注意, 收敛是有限项后要有小性, 因此是用上限集刻画. 也就是

∞⋃
N=1

∞⋂
n,m≥N

{|fn − fm| ≤ 1

l
}.

所谓 ϵ→ 0 就是对 l 取极限, 从而有
∞⋂
l=1

∞⋃
N=1

∞⋂
n,m≥N

{|fn − fm| ≤ 1

l
}︸ ︷︷ ︸

closed

.

这里的闭性是因为连续性等价于闭集的原像是闭的, 上课应该讲过.

Problem 2.3 P55.19
设 f 在 R 上具有介值性, 并且对任意的 r ∈ Q, 点集 {x ∈ R : f(x) = r} 是闭集, 试证明 f ∈ C(R).

Proof. 如果我们能证明 {f ≤ q} 是闭集, 那么就能证明

{f ≤ a} =
⋃

q∈Q,a≤q

{f ≤ q}

是闭集,那么我们就完成了证明 (因为我们只要对拓扑基验证原像性质). 而由对称性,我们只要证明 Aq :=

{f < q} 是开集. 反证法, 若不然, 存在 x0 ∈ Aq, 使得有点列 xn /∈ Aq, 满足 xn → x0, 且 f(xn) ≥ q, 而
由介值性, 就有 yn 在 x0 和 xn 之间, 满足 f(yn) = q, 并且 yn → x0. 但是 {f = q} 是闭集, 这就说明
q > f(x0) = limn f(yn) = q, 矛盾! 因此我们完成了证明.

Problem 2.4 p55.30
设 f(x) 是定义在 R 上的可微函数, 且对于任意的 t ∈ R, {x ∈ R : f ′(x) = t} 是闭集, 试证明 f ′(x)

是 R 上的连续函数.

Proof. 用 Darboux 中值定理, 我们知道 f ′ 有介值性, 由2.3即可.
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Problem 2.5 P94.1
设 E ⊆ R, 且存在 0 < q < 1, 使得对任一区间 (a, b), 都有开区间列 {In}:

E ∩ (a, b) ⊆
∞⋃
n=1

In,

∞∑
n=1

m(Ik) < (b− a)q,

试证明 m(E) = 0.

Proof. 本题有不同的看法, 如果已经知道群里的外测度的密度定理, 这里就相当于在说, 一个有正外测度
的集合密度显然不小于 1, 因此完成了证明. 但是我们这里不引用这个结论, 而是考虑迭代的办法,

E ⊆ (a, b) ⇒ E ⊆
⋃
n

In ⇒ E ∩ In ⊆
⋃
m

In,m · · ·

在测度侧我们相当于有

m∗(E ∩ (a, b)) ≤
∞∑
n=1

m(In) ≤
∞∑

n,m=1

m(In,m) ≤ (a, b)q2.

右侧的 2 是我们的迭代次数, 因为 q < 1, 我们就说明了 m∗(E ∩ (a, b)) = 0. 从而 m(E) = 0.
另一种证法是考虑开集 U ⊃ E, 满足 m∗(E) + ϵ > m(U), 然后由开集结构定理, 记 U = ∪nIn, 那么

对每一个 In, 都有
m∗(E ∩ In) < q|In|.

求和即为

m∗(E) ≤
∞∑
n=1

m∗(E ∩ In) < q

∞∑
n=1

|In| = qm∗(U) < q(m∗(E) + ϵ).

令 ϵ→ 0 即可得到 m∗(E) = 0.

Remark. 这里没说 E 的可测性, 在证明零测集前别乱写 m(E)! 最后一种证法中, 需要先利用欧氏空间
的 σ 有限性做截断, 然后再用外正则性论证. 证明中跳过了这一步, 考试时如果碰到类似情况需要指出仅
需要考虑测度有限情形. 事实上绝大多数欧氏空间的测度问题都可以第一步简化到有限或有界情形.

Problem 2.6 P94.2
设 A1, A2 ⊆ Rn, A1 ⊆ A2, A1 是可测集, 且 m(A1) = m∗(A2) <∞, 试证明 A2 是可测集.

Proof. 如果知道等测包的概念, 这里大概是在说, 有等测核的集合是可测的, 因此等测包和等测核的地位
并不对等. 证明就是走 Carathéodory 条件.

m∗(A2) = m∗(A2 ∩A1) +m∗(A2 \A1) = m∗(A1) +m∗(A2 \A1) ⇒ m∗(A2 \A1) = 0.

这表明 A2 \A1 可测, 从而 A2 = A1 ∪ (A2 \A1) 可测.

Problem 2.7 P94.7
�{Ek} 是 Rn 中的可测集列, 若 m(

⋃∞
k=1Ek) <∞, 试证明:

m(lim sup
k→∞

Ek) ≥ lim sup
k→∞

m(Ek).
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Proof. 这个结论在大家学了 Fatou 引理后可能会有不同的看法. 不过这里是直接的计算.

m(lim sup
k→∞

Ek) = m(
⋂
l=1

⋃
k≥l

Ek)

= lim
l→∞

m(
⋃
k≥l

Ek)

= lim sup
l→∞

m(
⋃
k≥l

Ek)

≥ lim sup
l→∞

m(El).

Problem 2.8 P94.8
设 {Ek} 是 [0, 1] 中的可测集合列, m(Ek) = 1(k = 1, 2, · · · ), 试证明:

m(

∞⋂
k=1

Ek) = 1.

Proof. 这道题看起来和 Baire 纲说的事有点像, 不过这是形式上的看法. 我们直接计算

m(
⋂
k

Ek) = 1−m(
⋃
k

Eck)

≥ 1−
∑
k

m(Eck) = 1.
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2.2 补充内容

1. 可测集与不可测集
这里我们主要关心函数和可测性的关系, 首先我们回忆定义.

Definition 2.9 Measurable functions
f : (X,M, µ) → (R,B,m) 是可测函数, 若对任意 R 中的 Borel 子集 U , 都有 f−1(U) 是 µ-可测的.

这个定义其实隐含一个想法, “原像往往是好的, 而像集则未知”. 我们先处理原像. 由定义, 连续函数
的原像能保持开集, 闭集, Borel 集 (因为 f−1 可以和集合运算交换), Lebesgue 可测集. 不过, 零测集并不
是稳定的.

Example 2.10
对于连续 (或可测) 函数, 零测集的原像未必零测.

考虑常值函数即可.
接下来我们考虑像的性质. 首先是最经典的例子.

Example 2.11
可测函数在可测集上的像未必可测.

考虑 Cantor 集 C, Vitali 集 N , 我们知道 C 的基数是 c, Vitali 集的基数也是 c(这时因为每个等价类
的基数是可数的, 而他们的并集是不可数的), 因此这里存在一个满射 g : C → N , 现在我们构造函数

f(x) =

g(x) x ∈ C

0 x /∈ C.

这个函数是可测的, 因为可测函数可以修改零测集上的取值但不改变可测性, 而常值函数可测, 因此这个
函数可测. 因此我们实际上说明了, 可测函数可以把零测集打到不可测集. 当然, 实际上有一个更应该记
忆的例子, 就是连续函数可以把零测集打到不可测集.

Example 2.12
连续函数可以把零测集打到不可测集.

考虑 Cantor 函数 f : [0, 1] → [0, 1], Vitali 集 N , 那么令 E = f−1(N) ∩ C, 我们有

f(E) = N,

这是因为任意 y ∈ N , 由于 f(C) = [0, 1], 存在 x ∈ C, 使得 f(x) = y, 因此 x ∈ E. 其实我们稍微延拓一
下, 可以造出一个例子, 使得连续函数把正测度集打到不可测集.

Example 2.13
连续函数可以把正测集打到不可测集.

我们对 Cantor 函数做常值延拓, 也即

f̃ =


0 x < 0

f(x) x ∈ [0, 1]

1 x > 1.
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E 还是2.12的定义, 令 A = [−1, 0] ∪E, 那么 m(A) = 1, 而 f̃(A) = {0} ∪E 还是不可测的. 最后用这个延
拓后的函数, 我们还能说明连续函数能把不可测集打到正测集.

Example 2.14
连续函数可以把不可测集打到正测集.

仍然用 f̃ , 现在我们考虑 N ′ ⊆ [2, 3], 也就是平移后的 Vitali 集合. 那么 E′ = C ∪N ′ 就是一个不可测

集, 但是 f̃(E′) = [0, 1].
总之, 原则就是像集的性质可以很古怪, 构造例子尝试用 Cantor 函数和 Cantor 集就行了, 一般都能

试出来的.
2. Borel-Cantelli 引理的应用
这里我们展示一些与 Borel-Cantelli 引理有关的例题, 希望以此反映一些分析和概率论中的想法. 在

做题中至少应该知道, Borel-Cantelli 是为数不多能用来证明 a.e.(a.s.) 收敛的工具. 在讲例题之前, 我们
先把 Borel-Cantelli 引理的表述写一下.

Theorem 2.15 Borel-Cantelli lemma
若一列可测集 {Ek} 满足

∑∞
k=1m(Ek) <∞, 那么

m(lim sup
k→∞

Ek) = 0.

为什么这个定理能帮助证明几乎处处收敛呢? 首先我们知道, 几乎处处收敛就是除去零测集后的逐点
(pointwise) 收敛, 而处处收敛意思实际上是, 除去有限项后的收敛, 因此可以被下限集刻画, 而对偶的考虑
不收敛点 (因为几乎处处收敛是要刻画这个集合零测), 那么就自然是考虑上限集. 因此 Borel-Cantelli 引
理的出现是合情合理的. 接下来的例题中, 我们将不再重复这里的论证过程.

接下来的例子大多数取材于概率论, 或许可以把这些内容当成概率论习题课.

Example 2.16 矩有界
设 {Xn}n≥1 是随机变量列. 若存在 p > 0 使得

∞∑
n=1

E|Xn|p <∞,

证明

Xn → 0 a.s.

Proof. 任取 ϵ > 0. 由 Markov 不等式,

P(|Xn| > ϵ) ≤ E|Xn|p

ϵp
.

于是
∞∑
n=1

P(|Xn| > ϵ) ≤ ϵ−p
∞∑
n=1

E|Xn|p <∞.

由 Borel-Cantelli 引理,
P
(
|Xn| > ϵ i.o.

)
= 0.

Remark. 本题其实和 2025 年实分析 (H) 期末第二题是相同的道理.
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Example 2.17 矩带速率
设 {Xn}n≥1 满足: 存在 p > 0, δ > 0, C > 0 使得

E|Xn|p ≤ Cn−1−δ, n ≥ 1.

证明 Xn → 0 a.s.; 并进一步证明: 对任意

0 < α <
δ

p
,

都有

nαXn → 0 a.s.

Proof. 先证 Xn → 0 a.s.. 对任意 ϵ > 0,

P(|Xn| > ϵ) ≤ ϵ−pE|Xn|p ≤ Cϵ−pn−1−δ.

因此
∞∑
n=1

P(|Xn| > ϵ) <∞.

由 Borel-Cantelli 引理, Xn → 0 a.s.
再证带速率的结论. 对任意 ϵ > 0,

P
(
|nαXn| > ϵ

)
= P

(
|Xn| > ϵn−α) ≤ ϵ−pnαpE|Xn|p ≤ Cϵ−pn−1−δ+αp.

由于 α < δ/p, 故 −1− δ + αp < −1, 于是
∞∑
n=1

P
(
|nαXn| > ϵ

)
<∞.

再次应用 Borel-Cantelli 引理可得
nαXn → 0 a.s.

Example 2.18 四阶矩与强大数律
设 {Xn}n≥1 独立同分布, 满足

EX1 = 0, EX4
1 <∞.

记

Sn :=

n∑
k=1

Xk.

证明
Sn
n

→ 0 a.s.

Proof. 由独立性, 同分布性及 EX1 = 0, 展开四次方可得

ES4
n = nEX4

1 + 6
∑

1≤i<j≤n

E(X2
iX

2
j ) = nEX4

1 + 3n(n− 1)(EX2
1 )

2.

故存在常数 C > 0 使得

ES4
n ≤ Cn2.
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于是对任意 ϵ > 0, 由 Markov 不等式,

P
(∣∣∣Sn

n

∣∣∣ > ϵ
)
= P(|Sn| > ϵn) ≤ ES4

n

ϵ4n4
≤ C

ϵ4n2
.

从而
∞∑
n=1

P
(∣∣∣Sn

n

∣∣∣ > ϵ
)
<∞.

由 Borel-Cantelli 引理,
Sn
n

→ 0 a.s.

Remark. 从级数求和那一步可以看出, 本题的四阶矩是绰绰有余的, 这个数主要是可以用二项式定理把
奇次项的矩消去, 从这个角度看, 要降低矩条件的一个自然策略是把尾概率先丢掉从而提升可积性.

Example 2.19 方差条件到强大数律
设 {Xn}n≥1 相互独立, 满足

EXn = 0,
∞∑
n=1

Var(Xn)

n2
<∞.

记

Sn :=

n∑
k=1

Xk.

证明
Sn
n

→ 0 a.s.

这里形式上出现了
X2

k

k2 的求和, 因此我们需要补充一个 Kronecker 引理, 证明可以点这里或这里.

Lemma 2.20
若序列 {xn} 求和收敛到有限数 s, 即

∞∑
k=1

xk = s <∞,

那么对一列实数 0 < b1 < b2 < · · · , bn → ∞, 有

lim
n→∞

1

bn

n∑
k=1

bkxk = s.

同时, 这里涉及到一个方差估计, 因此我们还要引入 Kolmogorov 最大不等式, 一个不涉及鞅的证明
是停时 (stopping-time) 论证, 接下来有一次习题课应该会讲一些停时的内容, 因此这里暂时不写出证明,
可以参考这里.

Theorem 2.21 Kolmogorov inequality

设 {Xi} 是独立随机变量列, 满足 EXi = 0 和 Var(Xi) <∞, 那么记 Sk =
∑k
i=1Xi, 就有

P( max
1≤k≤n

|Sk| > ϵ) ≤ 1

ϵ2

n∑
i=1

Var(Xi).
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Proof. 考虑级数

Tn :=

n∑
k=1

Xk

k
.

只需证明 {Tn} 几乎处处收敛, 再由 Kronecker 引理推出 Sn/n→ 0 a.s.
下面证明 {Tn} 几乎处处是 Cauchy 列. 由于

∞∑
k=1

Var
(Xk

k

)
=

∞∑
k=1

Var(Xk)

k2
<∞,

可取严格递增整数列 {Nj}j≥1, 使得∑
k>Nj

Var(Xk)

k2
< 2−3j , j ≥ 1.

定义事件

Aj :=

 sup
m≥Nj

∣∣∣∣∣∣
m∑

k=Nj+1

Xk

k

∣∣∣∣∣∣ > 2−j

 .

对任意 M > Nj , 由 Kolmogorov 最大不等式,

P

 max
Nj<m≤M

∣∣∣∣∣∣
m∑

k=Nj+1

Xk

k

∣∣∣∣∣∣ > 2−j

 ≤ 22j
M∑

k=Nj+1

Var(Xk)

k2
.

令 M → ∞, 得
P(Aj) ≤ 22j

∑
k>Nj

Var(Xk)

k2
< 22j · 2−3j = 2−j .

故
∞∑
j=1

P(Aj) <∞.

由 Borel-Cantelli 引理和最开始的转化, 我们完成了证明.

Example 2.22 高阶矩估计
设 {Xn}n≥1 独立同分布, 满足

EX1 = 0, E|X1|p <∞

其中 p > 2. 记

Sn :=

n∑
k=1

Xk.

证明: 对任意 α > 1
2 , 都有

Sn
nα

→ 0 a.s.

这个例题在估计 p 阶矩的时候要用 Rosenthal 型不等式, 变体太多因此就不列出定理, 这里用到的其
实是, 当 p ≥ 2, 对一列独立且 EXi = 0 的随机变量, 有

E

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣
p

≤ Cp

E|Xi|p +

(
n∑
i=1

E|Xi|2
) p

2

 .

一个参考是这里. 这个定理本身还是比较符合直觉的, 一个联想是稀疏波 (频率支撑在不同的二进环带上)
的平方函数计算, 也许学过调和分析会比较有感觉?
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Proof. 由 Rosenthal 最大不等式, 存在只依赖于 p 和 E|X1|p 的常数 Cp > 0, 使得对任意 m ≥ 1,

E
[

max
1≤k≤2m

|Sk|p
]
≤ Cp 2

mp/2.

于是对任意 ϵ > 0,

P
(

max
1≤k≤2m

|Sk| > ϵ2mα
)

≤
E
[
max1≤k≤2m |Sk|p

]
ϵp2mαp

≤ Cpϵ
−p2−mp(α−

1
2 ).

由于 α > 1
2 , 故

∞∑
m=1

P
(

max
1≤k≤2m

|Sk| > ϵ2mα
)
<∞.

由 Borel-Cantelli 引理,
1

2mα
max

1≤k≤2m
|Sk| → 0 a.s.

现取任意 n, 令 m 满足 2m ≤ n < 2m+1. 则
|Sn|
nα

≤
max1≤k≤2m+1 |Sk|

2mα
= 2α ·

max1≤k≤2m+1 |Sk|
2(m+1)α

.

右端几乎处处趋于 0, 故
Sn
nα

→ 0 a.s.

Remark. 这里用到的应该是叫二进子列法, 不用这个方法就要处理 n−p(α−1/2) 的收敛性, 那么对 α 的

要求就变成了 α > 1
2 + 1

p 了.

Example 2.23 高斯尾估计
设 {Xn}n≥1 独立, 且 Xn ∼ N(0, 1). 证明: 对任意 ϵ > 0,

|Xn| ≤ (1 + ϵ)
√
2 logn

几乎处处最终成立.

Proof. 记
tn := (1 + ϵ)

√
2 logn.

标准高斯尾估计表明: 存在常数 C > 0, 使得对一切 t ≥ 1,

P(|Xn| > t) ≤ C
e−t

2/2

t
.

(不用复杂的估计, 凑个 t
t ≤

x
t 进去分部积分就行了, 概率论作业里有 Mills 比有关的证明, 道理是类似的)

取 t = tn, 则当 n 足够大时,

P(|Xn| > tn) ≤ C
e−t

2
n/2

tn
= C

n−(1+ϵ)2

(1 + ϵ)
√
2 logn

.

由于 (1 + ϵ)2 > 1, 故
∞∑
n=2

P(|Xn| > tn) <∞.

由 Borel-Cantelli 引理,
|Xn| > (1 + ϵ)

√
2 logn

只会发生有限次. 换言之,
|Xn| ≤ (1 + ϵ)

√
2 logn

几乎处处最终成立.
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Example 2.24 Lp 收敛和几乎处处收敛

设 p > 0, fn, f 是测度空间 (X,M, µ) 上的可测函数, 并满足
∞∑
n=1

‖fn − f‖pp <∞.

证明

fn(x) → f(x) for a.e. x ∈ X.

Proof. 任取 ϵ > 0, 定义
Eϵn := {x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ϵ}.

由 Chebyshev 不等式,
µ(Eϵn) ≤

1

ϵp

∫
X

|fn − f |p dµ =
1

ϵp
‖fn − f‖pp.

故
∞∑
n=1

µ(Eϵn) ≤ ϵ−p
∞∑
n=1

‖fn − f‖pp <∞.

由 Borel-Cantelli 引理,
|fn(x)− f(x)| > ϵ

只会对几乎处处的 x 发生有限次.
再对所有正有理数 ϵ 取可数交, 得

fn(x) → f(x) for a.e. x ∈ X.

Remark. 从本题可以自然得到一个从 Lp 收敛序列抽取出几乎处处收敛子列的办法.

3. Lebesgue 外测度的密度
本部分讲解课程群中提到的外测度的密度, 一般这类证明都会用到覆盖定理 (看过 Evans 的测度论就

知道套路了),因此这里先介绍我们要用到的工具. 这一工具一般叫做 Vitali covering定理或者 5r-covering
定理.

Lemma 2.25 5r covering lemma
设 B 是 Rd 中一族开球, 并且这些球的半径有统一上界. 则存在一个至多可数的两两不交子族
{Bi}∞i=1 ⊂ B, 使得 ⋃

B∈B
B ⊂

∞⋃
i=1

5Bi,

其中若 B = B(x, r), 则 5B := B(x, 5r).

Theorem 2.26
设 E ⊂ Rd 是任意集合, m∗ 表示 Rd 上的 Lebesgue 外测度. 则对m∗-几乎处处的 x ∈ E, 有

lim
r↘0

m∗(E ∩B(x, r))

|B(x, r)|
= 1,

其中 |B(x, r)| 表示该球的 Lebesgue 测度.
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Proof. 一般来说, 这类证明都要定义一个坏点集, 然后通过覆盖定理证明坏点集能被覆盖住并且覆盖本
身具有小性.

因此我们固定 t ∈ (0, 1), 定义坏点集

At :=

{
x ∈ E : lim inf

r↘0

m∗(E ∩B(x, r))

|B(x, r)|
< 1− t

}
.

我们先证明

m∗(At) = 0.

一旦这一点成立, 定理便立刻推出. 因为,{
x ∈ E : lim inf

r↓0

m∗(E ∩B(x, r))

|B(x, r)|
< 1

}
=

∞⋃
n=2

A1/n,

故左边这个集合有零外测度. 另一方面, 对任意 x ∈ Rd 和任意 r > 0, 总有

0 ≤ m∗(E ∩B(x, r))

|B(x, r)|
≤ 1,

因此

lim sup
r↓0

m∗(E ∩B(x, r))

|B(x, r)|
≤ 1.

所以在 E 中除去一个零外测度集后, 上述比值的 lim inf 至少为 1, 而 lim sup 至多为 1, 从而极限存在且
等于 1.

下面证明 m∗(At) = 0.
我们不妨假设 A = At 有界, 这是因为

At =

∞⋃
N=1

(
At ∩B(0, N)

)
.

固定 ϵ > 0. 由于 A 有界, 故 m∗(At) <∞. 由外测度的定义, 可取开集 U ⊃ A, 使得

|U | < m∗(A) + ϵ.

我们注意到, 若 X ⊂ U 是 Lebesgue 可测集, 则

m∗(A ∩X) ≥ |X| − ϵ.

这是因为

m∗(A) = m∗(A ∩X) +m∗(A \X) ≤ m∗(A ∩X) +m∗(U \X)

= m∗(A ∩X) +m∗(U)−m∗(X) < m∗(A ∩X) +m∗(A) + ϵ−m∗(X).

现在任取 x ∈ A. 因为 x ∈ At, 由 At 的定义可知

lim inf
r↘0

m∗(E ∩B(x, r))

|B(x, r)|
< 1− t.

又由于 U 是开集且 x ∈ U , 故可取 rx > 0, 使得

rx < 1, B(x, rx) ⊂ U,

并且

m∗(E ∩B(x, rx)) < (1− t)|B(x, rx)|.
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记

Bx := B(x, rx).

于是 {Bx}x∈A 是覆盖 A 的一族开球, 且所有半径都被 1 所控制.
由 5r covering lemma, 可从中选出一个至多可数的两两不交子族 {Bi}∞i=1, 满足

A ⊂
∞⋃
i=1

5Bi.

令

X :=

∞⋃
i=1

Bi.

则 X ⊂ U , 且 X 是可测集. 因为这些球两两不交, 所以

|X| =
∞∑
i=1

|Bi|.

接下来从上估计 m∗(A ∩X). 由于 A ⊂ E, 由外测度的可数次可加性,

m∗(A ∩X) ≤
∞∑
i=1

m∗(A ∩Bi) ≤
∞∑
i=1

m∗(E ∩Bi) < (1− t)

∞∑
i=1

|Bi| = (1− t)|X|.

另一方面, 因为 X ⊂ U 且 X 可测, 由前面得到的观察可知

m∗(A ∩X) ≥ |X| − ϵ.

合并这两个不等式, 得
|X| − ϵ < (1− t)|X|,

从而

|X| < ϵ

t
.

最后, 由于

A ⊂
∞⋃
i=1

5Bi,

所以

m∗(A) ≤

∣∣∣∣∣
∞⋃
i=1

5Bi

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
i=1

|5Bi| = 5d
∞∑
i=1

|Bi| = 5d|X| < 5d

t
ϵ.

由于 ϵ > 0 任意, 便得到
m∗(A) = 0.

这就完成了证明.Fu C
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3 第三次习题课讲义

3.1 作业答案

Problem 3.1 P78.1

设 E ⊂ [0, 1], 若 m(E) = 1, 试证明 Ē = [0, 1]; 若 m(E) = 0, 试证明
◦
E = ∅.

Proof. 第一部分是直接的, 因为

1 = m([0, 1]) ≥ m(Ē) ≥ m(E) = 1 ⇒ m(Ē) = 1.

第二部分是反证法, 若 E 有内点, 就有开球 B ⊂ E, 但是 0 < m(B) ≤ m(E) = 0, 这不可能!

Problem 3.2 P78.2
设 {An} 是互不相交的可测集列, Bn ⊂ An (n = 1, 2, · · · ), 试证明

m∗

( ∞⋃
n=1

Bn

)
=

∞∑
n=1

m∗(Bn).

Proof. 这个题相当于用分离性让外测度具有分离可加性, 某种意义上来说, 能从外测度的定义直接看出
来. 当然更直接的办法是用 Carathéodory 条件去拆这个集合.

m∗

( ∞⋃
n=1

Bn

)
= m∗

( ∞⋃
n=1

Bn ∩A1

)
+m∗

( ∞⋃
n=1

Bn \A1

)

= m∗(B1) +m∗

( ∞⋃
n=2

Bn

)
= · · ·

≥
N∑
n=1

m∗ (Bn) .

对 N 取极限即可得到

m∗

( ∞⋃
n=1

Bn

)
≥

∞∑
n=1

m∗(Bn).

用次可加性得到另一侧不等式, 从而完成了证明.

Remark. 同学们一定要熟练使用 Carathéodory 条件, 很多外测度定义上讲不清楚的事情其实可以
直接简化成集合计算, 失去直观性得到的就是论证的极大简化. 以及同学们别把 Carathéodory 条件和
Carathéodory 定理搞混了, 后者是指从外测度构造完备测度的定理.

Problem 3.3 P78.5
设 E ⊂ R, 且 0 < α < m(E), 试证明存在 E 中的有界闭集 F , 使得 m(F ) = α.

Proof. 本题需要指出的是, 直接使用测度连续性构造出来的集合不一定是紧集, 应该先用内正则性收缩
出紧集, 然后再用连续性. 首先内正则性, 得到紧集 K ⊂ E, 满足 α < m(K) < m(E). 构造正半轴上的函
数 f(x) = m(K ∩ [−x, x]). 这个函数是连续的, 因为

f(x+ δ)− f(x) = m(K ∩ [−x− δ, x+ δ])−m(K ∩ [−x, x]) = m(K ∩ ([−x− δ, x)) ∪ (x, x+ δ]) ≤ 2δ.
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因此我们利用介值性, 存在 x0 > 0, 使得 m(K ∩ [−x0, x0]) = α. 现在令 F = K ∩ [−x0, x0], 那么
m(F ) = α.

Problem 3.4 P94.9
设 E1, E2, · · · , Ek 是 [0, 1] 中的可测集, 且有

k∑
i=1

m(Ei) > k − 1,

试证明

m

(
k⋂
i=1

Ei

)
> 0.

Proof. 一般来说并集比交集好处理一些 (因为定义里唯一非平凡内容就是并集), 因此我们考虑补集. 此
时条件就变成了

1 >

∞∑
i=1

m(Eci ) ≥
∞∑
i=1

m

( ∞⋃
i=1

Eci

)
.

而这正好等价于题目结论.

Problem 3.5 P84.2
设 A ⊂ Rn 是可测集, B ⊂ Rn. 试证明

m∗(A ∪B) +m∗(A ∩B) = m∗(A) +m∗(B).

Proof. 由 Carathéodory 条件, 有

m∗(B) = m ∗ (A ∩B) +m∗(B \A).

m∗(A ∪B) = m∗(A) +m∗(B \A).

上下相减即得结论. 其中第一个等式来自 B 用 A 拆分, 第二个等式来自 A ∪B 用 A 拆分.

Problem 3.6 P95.12
{Bk} 是 Rn 中递减可测集合列, m∗(A) < +∞. 令 Ek = A ∩ Bk (k = 1, 2, · · · ), E =

⋂∞
k=1Ek, 试

证明

lim
k→∞

m∗(Ek) = m∗(E).

Proof. 如果要模仿测度连续性的证明, 那拆集合的时候出现的不等号就会比较麻烦, 因此这里通过等测
包给出一个更干净的证明. 设 H 是 A 的等测包, 那么

m∗(A) = m∗(A ∩B) +m∗(A \B) ≤ m(H ∩B) +m(H \B) = m(H) = m∗(A).

这就说明 H ∩Bk 是 Ek 的等测包. 从而有

lim
k→∞

m∗(Ek) = lim
k→∞

m∗(H ∩Bk) = lim
k→∞

m∗(H ∩B) = m∗(E).

本题也有一个不用等测包的方法, 要利用3.5. 不妨设 Bk 测度有限 (不然用不了连续性).

lim
k→∞

m∗(Ek) = lim
k→∞

m∗(A ∩Bk) = lim
k→∞

(m∗(A) +m∗(Bk)−m∗(A ∪Bk))

≤ m∗(A) +m∗(

∞⋂
k=1

Bk)−m∗(A ∪

( ∞⋂
k=1

Bk

)
) = m∗(A ∩

( ∞⋂
k=1

Bk

)
) = m∗(E).
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这样就给出了上界, 而下界是显然的, 从而完成了证明 (道理上就是用两次 Carathéodory 条件, 因此也可
以不用3.5).

Remark. 改作业的时候改到了海量不同证法, 其中参考3.2也是一种比较好的证法, 总之这道题本质还
是去用 Carathéodory 条件去拆集合, 感觉用等测包反而不是一个很合适的办法 (所以同学们在参考往年
答案的时候应该带着自己的思考). 同时这道题在改的时候发现很多同学不加证明/引用的使用了周民强
书上的外测度的 Fatou 引理 (这个的证明思路就是用外正则性去扰动, 然后用测度的 Fatou 引理), 这种习
惯不太好, 会给读者带来了不必要的负担, 考试的时候完全不建议这样写.

Problem 3.7 P95.13
E ⊂ Rn, H ⊃ E 且 H 是可测集. 若 H − E 的任一可测子集皆为零测集, 试问: H 是 E 的等测包

吗?

Proof. 取 E 的等测包 H ′ ⊂ H, 那么

m(H) = m(H ′) +m(H \H ′︸ ︷︷ ︸
⊂H\E

) = m(H ′) = m∗(E).

Problem 3.8 P95.14
试证明点集 E 可测的充分必要条件是: 对任给 ϵ > 0, 存在开集 G1, G2, G1 ⊃ E, G2 ⊃ Ec, 使得

m(G1 ∩G2) < ϵ.

Proof. 其实本题是第一次习题课的补充内容. 根据条件, 存在一列开集 {Gn}n≥1, Gn ⊃ E, 使得

m∗(Gn − E) <
1

n
.

令

G =
⋂
n≥1

Gn,

那么

m∗(G− E) ≤ m∗(Gn − E) <
1

n
, ∀n ≥ 1,

故 G− E 是零测集 (外测度为零), 故可测, 从而

E = G− (G− E)

也是可测. 另一方面, 由于 E,Ec 可测, 故对任意的 ϵ > 0, 存在开集 G1, G2, G1 ⊃ E, G2 ⊃ Ec, 使得

m(G1 − E) <
ϵ

2
, m(G2 − Ec) <

ϵ

2

从而

m(G1 ∩G2) = m
(
(G1 − E) ∪ (G2 − Ec)

)
< ϵ.

(以上内容将不在习题课讲评, 同学们自行对照)
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Problem 3.9 P107.1
设 f(x) 定义在可测集 E ⊂ Rn 上. 若 f2(x) 在 E 上可测, 且

{x ∈ E : f(x) > 0}

是可测集, 则 f(x) 在 E 上可测.

Proof. 直接按照定义来, 稍微做一下分类即可. 若 a > 0, 那么

{f > a} = {f2 > a2} ∩ {f > 0}.

若 a ≤ 0, 那么
{f > a} = {f > 0} ∪ {f2 < a2}.

Problem 3.10 P109.6
设 f ∈ C([a, b]). 若有定义在 [a, b] 上的函数 g(x): g(x) = f(x), a.e. x ∈ [a, b], 试问: g(x) 在 [a, b]

上必是几乎处处连续的吗?

Proof. 当然不是, 考虑 f = χ[0,1], 而 g 为 Dirichlet 函数, 那么 g(x) = f(x) a.e. x ∈ [0, 1], 但是 Dirichlet
函数不是几乎处处连续的.

Remark. 这个题说明, 零测集的扰动完全破坏了连续函数的刚性. 函数的刚性是一个可以感知到的性
质, 一个好的例子是去对比连续泛函演算和 Borel 泛函演算的谱映照定理, 当刚性被破坏, 好的性质应该
在什么意义下去考虑.

Problem 3.11 P126.2
设 z = f(x, y) 是 R2 上的连续函数, g1(x), g2(x) 是 [a, b] ⊂ R 上的实值可测函数, 试证明

F (x) = f(g1(x), g2(x))

是 [a, b] 上的可测函数.

Proof. 要证明可测性只要看像空间的基的原像是否可测, 这里 F 实际上可以看成 F = f ◦ h, h(x) =

(g1(x), g2(x)). 由于 f 是连续函数, 现在只要验证 h 是可测函数. R2 上的拓扑基是开矩体, 那么对任意开
矩体 R = (α, β)× (γ, δ), 有

h−1(R) = g−1
1 (α, β) ∩ g−1

2 (γ, δ),

因为 g1, g2 都是可测的, 这个集合是可测的.
改作业改到用开圆盘论证的, 但是就应该写成 {(g1(x)− a)2 + (g2(x)− b)2 < r2} 是可测的, 不过似乎

没人这样写. 用开集结构定理的方法不赖, 和用生成元是类似的.

Problem 3.12 P126.3
设 f(x) 在 [a, b) 上存在右导数, 试证明右导函数 f ′+(x) 是 [a, b) 上的可测函数.

Proof. 右导数就是右差商的极限, 因此实际上我们只要证明右连续函数是可测函数就可以了. 这里我
们不假设同学们学过拓扑学 (因为用 Sorgenfrey 拓扑的 Lindelöf 性质就是显然的了). 现在我们考虑
A = {f > a}, 那么根据右连续性, 容易知 ⋃

x∈A
[x, x+ δx) = A,
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但是这样重叠太多了, 没有办法证明这里能挑出一个可数覆盖从而证明可测性, 因此这里我们需要给 δx >

0 加一些条件,
δx := sup{δ : f(x) > a, f(x+ δ) > a}.

那么此时我们知道 [x, x + δx) 与 [y, δy) 要么有包含关系要么完全不交, 因此我们就能取出代表元作为覆
盖, 而这个覆盖一定是可数的, 因为覆盖中的每一个元素都包含了有理数, 相当于天然得到了一个从代表
元到 Q 的嵌入, 因此是可数的, 那么我们就得到了可测性.
还有一种比较好的做法, 就是考虑阶梯函数逼近

ϕn(x) =
∑
k∈Z

f(k + 1/2n)χ[k/2n,(k+1)/2n)(x).

证明这个函数逐点收敛要注意

x ≤ xn =
b2nxc+ 1

2n
< x+

1

2n
.

那么有

ϕn(x) = f(xn) → f(x).

Remark. 这里我把做题思路写出来了, 希望没有完全做出来的同学能好好看看这里的思路.

Problem 3.13 P119.1
设在可测集 E ⊂ R 上, fn(x) (n = 1, 2, · · · ) 几乎处处收敛于 f(x), 且依测度收敛于 g(x), 试问: 是
否有关系式

g(x) = f(x), a.e. x ∈ E?

Proof. 首先要想到怎么把 a.e. 相等变成一个可以估计的测度问题, 也就是去考虑

m({|f − g| > ϵ}) ?
= 0.

然后这里我们就要用集合的三角不等式,

{|f − g| > ϵ} ⊂ {|f − fn| > ϵ/2} ∪ {|fn − g| > ϵ/2}.

因此我们就做完了, 因为

m(|f − g| > ϵ)
∀n
≤ m(|f − fn| > ϵ/2) +m(|fn − g| > ϵ)

condition
≤ lim sup

n
m(|f − fn| > ϵ/2) +m(|fn − g| > ϵ/2) = 0.

另一种做法是用 Riesz 定理, fn → f a.e., 而又有子列 fnk
→ f a.e., 那么 f = g a.e..

Problem 3.14 P119.4
试问: fn(x) = cosn x (n = 1, 2, · · · ) 是 [0, π] 上依测度收敛列吗?

Proof. 是的, 直观上看就是端点附近是 1, 然后其他地方都能收敛到 0, 因此我们直接证明 fn 依测度收

敛到 0. 按照如下计算即可.
m(|fn| > ϵ) ≤ 2m([0, arccos ϵ1/n)) → 0.
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Problem 3.15 P127.12
设 {fk(x)} 与 {gk(x)} 在 E 上都依测度收敛于零, 试证明 {fk(x) · gk(x)} 在 E 上依测度收敛于零.

Proof. 其实也是集合的三角不等式, 因为

{|fngn| > ϵ} ⊂ {|fn| >
√
ϵ} ∪ {|gn| >

√
ϵ}.

然后和3.13一样就行了.

Problem 3.16 P109.7
设 f(x) 是 R 上几乎处处连续的函数, 试问是否存在 g ∈ C(R), 使得

g(x) = f(x), a.e. x ∈ R?

Proof. 当然不存在, 因为可以考虑 f = χ[0,∞]. 这时任何一个连续函数 g 在跳跃点 x = 0 处都有邻域 U ,
使得 g 在 U 上的扰动 < 1/2, 那么就给出一个正测集 U ∩ (−∞, 0), 使得 g 6= f .

Remark. 不过同学们要意识到,这里如果是允许一个小测度的误差,那么是可以构造的,方法是用 Lusin
定理 +Tietze 扩张.
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3.2 补充内容

1. 收敛性关系与例子

Lp a.u.

m a.e.

Chebyshev 反例: 尖峰函数

Riesz, 子列; 非子列反例: 打字机序列

无限测度反例: moving hump

Egorov, µ(X)<∞

(助教画图能力有限, 将就看吧, 一个画图工具链接点这里)
先回忆一下各种收敛性的定义和等价测度刻画.
设 (X,M, µ) 是测度空间, fn, f : X → R 为可测函数.

1. 几乎处处收敛, a.e.

定义是

µ({x ∈ X : fn(x) 6→ f(x)}) = 0.

用集合语言刻画就是上限集测度为零, 这个推导见2.15下方, 也即对任意 ϵ > 0,

µ
(
lim sup
n→∞

{|fn − f | > ϵ}
)
= 0, ∀ϵ > 0.

2. 依测度收敛, in measure(注意不是convergence of measure)

定义就是测度刻画

µ({x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ϵ}) → 0.

3. 几乎一致收敛, almost uniformly

这个定义来自 Egorov 定理, 即对任意 ϵ > 0, 存在集合 E ⊂ X 满足 µ(X \ E) < ϵ, 且

fn → f 在E 上一致收敛.

等价可以写成, 对任意 ϵ > 0, 有

lim
k
µ

 ∞⋃
j=k

{|fj − f | ≥ ϵ}

 = 0.

从这里可以看出 a.u. 收敛蕴含依测度收敛.

4. Lp 收敛, 1 ≤ p <∞

这个比较直接, 就是
‖fn − f‖Lp → 0.

同学们一定不要记成 ‖fn‖p → ‖f‖p, 这两个东西要互推需要加条件!

现在我们给出上述图中的三个反例.

1. 尖峰函数

这个就是说, 能量集中在一点. 令
fn = nχ[0,1/n],

那么 ||fn||1 = 1, 但是 fn 依测度收敛到 0, 因为支集在缩小. 因此说明了反例.

Fu C
ho

w

https://tikzcd.yichuanshen.de/
https://en.wikipedia.org/wiki/Convergence_of_measures


§ 3 3.2 补充内容 第 29 页 / 共 70 页

2. 打字机序列

这个字面来看就是从左往右来回扫过. 令

fn,k = χ[(k−1)/2n,k/2n),

其中 1 ≤ k < 2n. 不难看出这个序列依测度收敛到 0, 因为函数的支集在缩小. 但是函数在 [0, 1) 上

无处收敛, 因为每隔一段时间就要从 0 变成 1, 从而说明了反例.

3. moving hump

这个的意思是质量滑向无穷远, 接下来将指出, 这是一个弱收敛的标准模型, 同时一道经典考题 (来
自泛函分析 H) 就是用的这里的构造思路.

令

fn = χ[n,n+1],

那么函数列几乎处处收敛到 0, 但是无法控制的测度一直是 1, 因此说明了反例.

2. 如何使用收敛定理 (本部分由于课程顺序和时间关系, 不一定在习题课上讲, 但是希望同学们在备
考时适当参考)

实分析大手子彦哥指出, 先用 DCT, DCT用不了的用 Fatou, 再用不了就只能 Egorov, 再再用不了就
得弱收敛或者这题有问题. 我觉得他说的对.

DCT 例题
以下默认考虑欧氏空间与 Lebesgue 测度

Example 3.17 高度
设 f ∈ L1(E). 证明 ∫

E

f(x) 1{|f(x)|≤n} dµ −→
∫
E

f(x) dµ.

Proof. 令
fn(x) ::= f(x)1{|f(x)|≤n}.

则对几乎处处的 x ∈ E, 当 n→ ∞ 时有

fn(x) → f(x) a.e. on E.

同时

|fn(x)| ≤ |f(x)|, |f | ∈ L1(E).

于是由控制收敛定理, ∫
E

fn dµ→
∫
E

f dµ.

即 ∫
E

f(x)1{|f(x)|≤n} dµ→
∫
E

f(x) dµ.

Remark. 本题相当于说可积函数差不多是有界函数.
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Example 3.18 尾部
设 f ∈ L1(R). 证明 ∫

|f(x)| 1{|x|>n} dµ −→ 0.

Proof. 令
fn(x) := |f(x)| 1{|f(x)|>n}.

对几乎处处的 x ∈ E, 因为 |f(x)| <∞ a.e., 所以当 n→ ∞ 时,

1{|x|>n} → 0,

从而

fn(x) → 0 a.e. on E.

并且

0 ≤ fn(x) ≤ |f(x)|, |f | ∈ L1(E).

由 DCT, ∫
fn dµ→ 0.

即 ∫
|f(x)| 1{|x|>n} dµ→ 0.

Remark. 本题相当于说可积函数差不多是紧支函数.

Example 3.19 Fourier 变换
设 f ∈ L1(R), 定义

F (t) :=

∫
R
f(x)eitx dx, t ∈ R.

证明 F 在 R 上连续.

Proof. 本题主要是要知道在欧氏空间证明连续性只需要证明序列连续性.
任取 tn → t. 对每个 x ∈ R, 有

eitnx → eitx,

从而

f(x)eitnx → f(x)eitx.

又注意到

|f(x)eitnx| = |f(x)|.

由于 f ∈ L1(R), 所以 |f | 可积. 由 DCT,∫
R
f(x)eitnx dx→

∫
R
f(x)eitx dx.

即

F (tn) → F (t).

故 F 在 R 上连续.
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Example 3.20 平移连续
设 1 ≤ p <∞, f ∈ Lp(Rd). 对 h ∈ Rd, 记

τhf(x) := f(x− h).

证明

‖τhf − f‖Lp(Rd) −→ 0 (h→ 0).

Proof. 这题的标准做法是: 先在好函数类上证明, 再用稠密性推广.
第零步: Cc(Rd)

dense
⊂ Lp

这里我不想重复下一题的证明, 因此给出另一种证明思路. 可积函数可以被有界函数逼近, 因为3.17.
然后这里用简单函数逼近, 但是还做不到连续性, 因此用一下3.16下的注记, 也就是用 Lusin+Tietze 就能
得到一个连续函数. 最后算一下积分误差, 我们能注意到其实只对一个小测度集上做了扰动, 而因为我们
提前说了有界性, 因此这个扰动是可以接受的, 从而完成了证明. 过程可以自己算一下, 这个结论一般不需
要证明.

第一步: 先设 f ∈ Cc(Rd).
对每个固定的 x ∈ Rd, 由连续性,

f(x− h) → f(x) (h→ 0).

因此

|f(x− h)− f(x)|p → 0 for every x ∈ Rd.

下面找支配函数. 因为 f 具有紧支撑, 所以当 |h| ≤ 1 时, 函数 x 7→ f(x− h) 的支撑都落在某个固定

的大球 B(0, R) 中. 又由于 f 连续且紧支撑, 因此有界, 设

|f(x)| ≤M (x ∈ Rd).

于是当 |h| ≤ 1 时,
|f(x− h)− f(x)|p ≤ (2M)p 1B(0,R)(x),

而右边可积. 由 DCT, ∫
Rd

|f(x− h)− f(x)|p dx→ 0.

故

‖τhf − f‖p → 0.

第二步: 推广到一般 f ∈ Lp(Rd).
由 Cc(Rd) 在 Lp(Rd) 中稠密, 任给 ϵ > 0, 可取 g ∈ Cc(Rd), 使得

‖f − g‖p < ϵ.

于是

‖τhf − f‖p ≤ ‖τh(f − g)‖p + ‖τhg − g‖p + ‖g − f‖p.

又因为平移保持 Lp 范数,
‖τh(f − g)‖p = ‖f − g‖p < ϵ.

故

‖τhf − f‖p ≤ 2ϵ+ ‖τhg − g‖p.

由第一步知, 当 h→ 0 时,
‖τhg − g‖p → 0.
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所以

lim sup
h→0

‖τhf − f‖p ≤ 2ϵ.

由于 ϵ > 0 任意, 得
‖τhf − f‖p → 0.

Example 3.21 光滑化
设 η ∈ L1(Rd), 满足 η ≥ 0 且 ∫

Rd

η(x) dx = 1.

定义

ηϵ(x) := ϵ−dη(x/ϵ), ϵ > 0.

1. 若 f ∈ Lp(Rd)(1 ≤ p <∞), 证明

ηϵ ∗ f → f in Lp(Rd).

2. 若 f ∈ L∞(Rd) 且在点 x 处连续, 证明

(ηϵ ∗ f)(x) → f(x).

Proof. (1) 证明 Lp 收敛.
先积分换元, 把卷积写成

(ηϵ ∗ f)(x) =
∫
Rd

η(y) f(x− ϵy) dy.

于是

(ηϵ ∗ f)(x)− f(x) =

∫
Rd

η(y)
(
f(x− ϵy)− f(x)

)
dy.

因此由 Minkowski 积分不等式,

‖ηϵ ∗ f − f‖p ≤
∫
Rd

η(y) ‖τϵyf − f‖p dy.

对每个固定的 y ∈ Rd, 当 ϵ→ 0 时有 ϵy → 0, 由上一题的平移连续性,

‖τϵyf − f‖p → 0.

另一方面,
‖τϵyf − f‖p ≤ ‖τϵyf‖p + ‖f‖p = 2‖f‖p.

故

0 ≤ η(y) ‖τϵyf − f‖p ≤ 2‖f‖p η(y),

而 2‖f‖p η(y) ∈ L1(Rd). 于是对变量 y 应用 DCT, 得到∫
Rd

η(y) ‖τϵyf − f‖p dy → 0.

从而

‖ηϵ ∗ f − f‖p → 0.

(2) 证明连续点处的点态收敛.
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固定 x, 有
(ηϵ ∗ f)(x) =

∫
Rd

η(y)f(x− ϵy) dy.

于是

(ηϵ ∗ f)(x)− f(x) =

∫
Rd

η(y)
(
f(x− ϵy)− f(x)

)
dy.

因为 f 在 x 处连续, 所以对每个固定的 y, 当 ϵ→ 0 时,

f(x− ϵy) → f(x).

因此

η(y)
(
f(x− ϵy)− f(x)

)
→ 0 for every y ∈ Rd.

又因为 f ∈ L∞, 设 ‖f‖∞ ≤M , 则∣∣η(y)(f(x− ϵy)− f(x)
)∣∣ ≤ 2M η(y),

而 2M η ∈ L1(Rd). 由 DCT,
(ηϵ ∗ f)(x)− f(x) → 0.

即

(ηϵ ∗ f)(x) → f(x).

Remark. 这两个题往年考过类似的, 务必掌握, 至少掌握 L1 版本的计算.

Fatou 例题
任爷曾说过,这个 Fatou引理就像我们科大的学生,在校内看不出什么,拿到社会上就变得很厉害. 同

学们要相信自己的实力, 即使哪门课没学好, 或者早早放弃基数, 都不代表任何能力上的缺失, 不过是选择
一条适合自己的路 (所以不要不知道选啥方向就选基数, 这很糟糕).

一般来说, Fatou 引理是天然的下半连续性, 在变分法中起到保持能量有界的作用. 等号不成立的一
些例子是逃逸 (χ[n,n+1]) 或者消散 ( 1

nχ[0,n]) 再或者集中 (nχ[0, 1n ]), 这能联想到一些深刻的分析内容, 但和
我们的课程内容无关. 以上是题外话.

Example 3.22 函数列有比较关系
设 fn, hn 为可测函数, 且对每个 n 都有

fn ≥ hn a.e.

又设

fn → f a.e., hn → h a.e.,

并且 ∫
hn dµ→

∫
hdµ > −∞.

证明 ∫
f dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
fn dµ.

Fu C
ho

w



§ 3 3.2 补充内容 第 34 页 / 共 70 页

Proof. 令
un := fn − hn.

则 un ≥ 0 a.e., 且由 fn → f 和 hn → h a.e. 可得

un → f − h a.e.

由 Fatou 引理, ∫
(f − h) dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
(fn − hn) dµ.

于是 ∫
f dµ−

∫
h dµ ≤ lim inf

n→∞

(∫
fn dµ−

∫
hn dµ

)
= lim inf

n→∞

∫
fn dµ−

∫
hdµ.

也就是 ∫
f dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
fn dµ.

Remark. 仿照这里的过程, 可以证明广义 DCT: 设 fn, gn, f , g ∈ L1, 且 fn → f a.e., gn → g a.e., 且
|fn| ≤ gn,

∫
gn →

∫
g, 那么

∫
fn →

∫
f . 提示是对 gn + fn ≥ 0 和 gn − fn ≥ 0 分别使用 Fatou 引理.

Example 3.23 依测度收敛取子列
设 fn, hn 为可测函数, 且对每个 n 都有

fn ≥ hn a.e.

又设

fn → f in measure, hn → h in measure,

并且 ∫
hn dµ→

∫
hdµ > −∞.

证明 ∫
f dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
fn dµ.

Proof. 设
L := lim inf

n→∞

∫
fn dµ.

若 L = +∞, 结论显然成立. 下设 L < +∞.
任取满足 ∫

fnk
dµ→ L

的子列 {fnk
}. 由于 fnk

→ f in measure, 由子列原则可取进一步子列 {fnkj
}, 使得

fnkj
→ f a.e.

再对对应的 {hnkj
} 应用子列原则, 可再取进一步子列, 仍记为 {nkj}, 使得

hnkj
→ h a.e.

于是沿着这条子子列, 已满足第 1 题的全部假设, 从而∫
f dµ ≤ lim inf

j→∞

∫
fnkj

dµ.
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但右边恰好等于 L, 因为
∫
fnk

dµ→ L, 这是我们之前选好的. 故∫
f dµ ≤ L = lim inf

n→∞

∫
fn dµ.

证毕.

上面两个题就是比较经典的 Fatou 引理例题了, 一个是构造正的比较函数, 一个是取子列, 考试中也
基本是这些方法. 下面补充一个用广义 DCT 的题目.

Example 3.24 依范数收敛与范数收敛
设 fn → f a.e., 且 ||fn||1 → ||f ||1, 那么 ||fn − f ||1 → 0.

Proof. 由条件, 有 fn ∈ L1, 那么 |fn − f | ≤ |fn|+ |f | ∈ L1, 由广义 DCT, 就有∫
|fn − f | → 0.

Egorov
一般来说用到 Egorov 定理的题目都是有点难度的题目了.

Example 3.25 高阶矩有界 + 逐点收敛得到一阶矩收敛
设 m(E) <∞. 设 fn → 0 a.e. 于 E, 并且存在 p > 1 和常数 C > 0, 使得

sup
n

‖fn‖Lp(E) ≤ C.

证明

‖fn‖L1(E) → 0.

Proof. 对固定的 ϵ > 0, 由 Egorov 定理, 存在可测集 A ⊂ E 满足 m(E \ A) < ϵ, 使得 fn ⇒ f on A, 然
后我们直接拆积分∫

E

|fn| dx =

∫
A

|fn| dx+

∫
E\A

|fn|

≤ m(A) sup
A

|fn|+ (m(E \A))
1
p′ ||fn||p. (用一致收敛和 Höleder 不等式)

然后前面用一致收敛到 0, 后面用 Lp 有界性加测度小性, 由于 ϵ 是任取的, 就完成了证明.

另一个很好的例子是有限测度空间中 L1 有界 + 一致可积推出 L1 弱紧性的证明, 其实一致可积就是
值域的尾部小性, 也就是防止函数的能量集中到一点, 使得紧性缺失. 不过受限于课程内容就不展开讲了.
这个证明可参考 Evans 的 Measure Theory, Theorem 1.44.

3. 收敛性与例子
a.e. 收敛的题目在上次习题课讲了很多 (Borel-Cantelli 引理), 然后依测度收敛的题目主要是3.23,

3.13和3.15, 因此这里主要讲 Lp 收敛相关的内容, 最后介绍一些弱收敛的内容. 其实如果不是做题, 感觉
Lp 收敛和弱收敛才是最常用的.
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Example 3.26 范数极限
设 1 ≤ p <∞, 且 f ∈ Lp ∩ L∞. 于是对每个 q > p, 都有 f ∈ Lq. 证明

‖f‖∞ = lim
q→∞

‖f‖q.

Proof. 记
M := ‖f‖∞.

先证上极限不超过 M . 对任意 q > p, 由 |f | ≤M a.e., 得

|f |q = |f |q−p|f |p ≤Mq−p|f |p.

两边积分可得

‖f‖qq =
∫

|f |q ≤Mq−p
∫

|f |p =Mq−p‖f‖pp.

于是

‖f‖q ≤M1−p/q‖f‖p/qp .

令 q → ∞, 得
lim sup
q→∞

‖f‖q ≤M.

再证下极限不小于 M . 任取 ϵ > 0, 令

Aϵ := {x : |f(x)| > M − ϵ}.

由于 M 是本性上确界, 所以 µ(Aϵ) > 0. 因而对每个 q > p,

‖f‖qq =
∫

|f |q ≥
∫
Aϵ

|f |q ≥ (M − ϵ)qµ(Aϵ).

于是

‖f‖q ≥ (M − ϵ)µ(Aϵ)
1/q.

令 q → ∞, 注意到 µ(Aϵ)
1/q → 1, 得

lim inf
q→∞

‖f‖q ≥M − ϵ.

再令 ϵ ↓ 0, 得
lim inf
q→∞

‖f‖q ≥M.

综合上下极限, 即得
lim
q→∞

‖f‖q =M = ‖f‖∞.

Example 3.27 Vitali 收敛定理
设 1 ≤ p < ∞, 且 {fn}∞n=1 ⊂ Lp(X). 证明: {fn} 在 Lp 范数下是 Cauchy 列的充要条件是下面三
条同时成立:

1. {fn} 在测度意义下是 Cauchy 的, 即对每个 η > 0,

µ
(
{|fn − fm| ≥ η}

)
→ 0 (m,n→ ∞).
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2. {|fn|p} 一致可积. 也就是说, 对每个 ϵ > 0, 存在 δ > 0, 使得只要 µ(A) < δ, 就有

sup
n

∫
A

|fn|p dµ < ϵ.

3. 对每个 ϵ > 0, 存在可测集 E ⊂ X, 使得 µ(E) <∞, 且∫
Ec

|fn|p dµ < ϵ for ∀n.

Proof. 分必要性和充分性两部分.

必要性. 设 {fn} 在 Lp 中是 Cauchy 列.

(i) 证明 {fn} 在测度意义下是 Cauchy 的.
任取 η > 0. 由 Chebyshev 不等式,

µ
(
{|fn − fm| ≥ η}

)
≤ 1

ηp

∫
|fn − fm|p dµ =

‖fn − fm‖pp
ηp

.

由于 {fn} 在 Lp 中是 Cauchy 的, 右边当 m,n→ ∞ 时趋于 0. 故 (i) 成立.

(ii) 证明 {|fn|p} 一致可积.
这个的思路是用 Cauchy 列和积分的绝对连续性, 讲后面的序列粘起来. 任取 ϵ > 0. 由于 {fn} 在 Lp

中是 Cauchy 的, 可取 N , 使得当 n ≥ N 时,

‖fn − fN‖pp <
ϵ

2p
.

又因为 |fN |p ∈ L1, 所以存在 δ0 > 0, 使得只要 µ(A) < δ0, 就有∫
A

|fN |p dµ < ϵ

2p
.

于是对 n ≥ N , 若 µ(A) < δ0, 则∫
A

|fn|p dµ ≤ 2p−1

∫
A

|fn − fN |p dµ+ 2p−1

∫
A

|fN |p dµ < 2p−1 · ϵ
2p

+ 2p−1 · ϵ
2p

= ϵ.

对有限多个 n = 1, . . . , N − 1, 因为每个 |fn|p ∈ L1, 可分别取 δn > 0, 使得 µ(A) < δn 时∫
A

|fn|p dµ < ϵ.

令

δ := min{δ0, δ1, . . . , δN−1},

则只要 µ(A) < δ, 对所有 n 都有 ∫
A

|fn|p dµ < ϵ.

故 (ii) 成立.

(iii) 证明有限测度截断条件.
这个思路和上面一步思路类似, 尾序列都用第 N 项粘住, 有限项随便处理就行. 任取 ϵ > 0. 由于

{fn} 在 Lp 中是 Cauchy 的, 可取 N , 使得当 n ≥ N 时,

‖fn − fN‖pp <
ϵ

2p
.
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因为 |fN |p ∈ L1, 存在可测集 E0 ⊂ X, 使得

µ(E0) <∞,

∫
Ec

0

|fN |p dµ < ϵ

2p
.

于是当 n ≥ N 时, ∫
Ec

0

|fn|p dµ ≤ 2p−1

∫
Ec

0

|fn − fN |p dµ+ 2p−1

∫
Ec

0

|fN |p dµ < ϵ.

对有限多个 n = 1, . . . , N − 1, 可分别取可测集 En ⊂ X, 使得

µ(En) <∞,

∫
Ec

n

|fn|p dµ < ϵ.

令

E := E0 ∪ E1 ∪ · · · ∪ EN−1.

则 µ(E) <∞, 且由于 Ec ⊂ Ec0 以及 Ec ⊂ Ecn, 对所有 n 都有∫
Ec

|fn|p dµ < ϵ.

故 (iii) 成立.

充分性. 现设 (i), (ii), (iii) 都成立. 证明 {fn} 在 Lp 中是 Cauchy 列. 我们的思路是, 将积分按机制拆分,
主部 E 的估计可以用依测度收敛拆成大误差和小误差, 小误差直接算, 大误差放到一致可积里, 然后主部
外 Ec 基本可以丢掉, 那么就做完了.

任取 ϵ > 0. 我们要证明当 m,n 充分大时,

‖fn − fm‖p < ϵ.

由 (iii), 可取可测集 E ⊂ X, 使得

µ(E) <∞,

∫
Ec

|fk|p dµ <
ϵp

3 · 2p
对所有k.

再取 λ > 0, 使得
λpµ(E) <

ϵp

3
.

由 (ii), 存在 δ > 0, 使得只要 µ(A) < δ, 就有

sup
k

∫
A

|fk|p dµ <
ϵp

3 · 2p
.

由 (i), 因为 {fn} 在测度意义下是 Cauchy 的, 可取 N , 使得当 m,n ≥ N 时,

µ
(
{x ∈ E : |fn(x)− fm(x)| ≥ λ}

)
< δ.

记

Amn := {x ∈ E : |fn(x)− fm(x)| ≥ λ}.

现在把积分分成三部分:∫
X

|fn − fm|p dµ =

∫
E\Amn

|fn − fm|p dµ+

∫
Amn

|fn − fm|p dµ+

∫
Ec

|fn − fm|p dµ.

对第一部分, 因为在 E \Amn 上有 |fn − fm| < λ, 所以∫
E\Amn

|fn − fm|p dµ ≤ λpµ(E) <
ϵp

3
.
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对第二部分, 由 |a− b|p ≤ 2p−1(|a|p + |b|p), 得∫
Amn

|fn − fm|p dµ ≤ 2p−1

∫
Amn

|fn|p dµ+ 2p−1

∫
Amn

|fm|p dµ.

由于 µ(Amn) < δ, 由 (ii) 得∫
Amn

|fn|p dµ <
ϵp

3 · 2p
,

∫
Amn

|fm|p dµ < ϵp

3 · 2p
.

故 ∫
Amn

|fn − fm|p dµ < ϵp

3
.

对第三部分, 同样由 |a− b|p ≤ 2p−1(|a|p + |b|p), 得∫
Ec

|fn − fm|p dµ ≤ 2p−1

∫
Ec

|fn|p dµ+ 2p−1

∫
Ec

|fm|p dµ < ϵp

3
.

三部分相加可得, 当 m,n ≥ N 时,

‖fn − fm‖pp =
∫
X

|fn − fm|p dµ < ϵp.

因此

‖fn − fm‖p < ϵ.

故 {fn} 在 Lp 中是 Cauchy 列.

最后, 我们来通过弱收敛, 加强我们对收敛性的理解. 其实这样说是有原因的, 因为弱收敛中有三种标
准机制, 使其区别于强收敛 (一般称 Lp 收敛为强收敛).

Definition 3.28 收敛性
设 X 是赋范线性空间, xn, x ∈ X.

强收敛. 称 xn 强收敛到 x, 记作
xn → x,

如果

‖xn − x‖ → 0.

弱收敛. 称 xn 弱收敛到 x, 记作
xn ⇀ x,

如果对每个连续线性泛函 f ∈ X∗, 都有

f(xn) → f(x).

Remark. 这里可以想的简单一些, 就考虑 (Lp)∗ = Lp
′ , 这里 1 ≤ p <∞, 且 1

p +
1
p′ = 1. 承认这个事情,

对于理解下面的内容够用了.

强收敛一定推出弱收敛. 因为若 ‖xn − x‖ → 0, 则对任意 f ∈ X∗,

|f(xn)− f(x)| = |f(xn − x)| ≤ ‖f‖ ‖xn − x‖ → 0.

但是反过来一般不成立. 这种现象只会在无限维空间中出现. 在有限维空间里, 弱收敛与强收敛是等
价的.

从直观上看, 强收敛要求 “整体上靠近”, 而弱收敛只要求 “在测试意义下逼近”. 因此, 如果一个序列
能够通过某种方式躲过这些测试, 就可能出现 “弱收敛但不强收敛”.
这种躲避有三种典型方式:
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振荡, 逃逸, 集中.

下面分别讨论.
模型一: 振荡
考虑 L2(0, 2π) 中的函数列

un(x) = sin(nx).

首先,

‖un‖2L2(0,2π) =

∫ 2π

0

sin2(nx) dx = π,

因此 ‖un‖L2 恒定不变, 所以 un 不可能强收敛到 0.
但是, un 却弱收敛到 0. 直观上说, sin(nx) 的频率越来越高, 正负振荡越来越快, 积分后测试函数被

抵消了. 当然严格来讲就是 Riemann-Lebesgue 引理∫ 2π

0

sin(nx)φ(x) dx→ 0.

因此

un ⇀ 0 in L2(0, 2π).

这个例子说明, 弱收敛允许序列把 “不收敛的部分” 藏在越来越细的振荡里.
模型二: 逃逸
考虑 Lp(R), 其中 1 < p <∞. 取一个固定函数 ϕ ∈ Lp(R), 定义

un(x) = ϕ(x− n).

由于平移不改变 Lp 范数, 有
‖un‖Lp(R) = ‖ϕ‖Lp(R).

因此 un 不可能强收敛到 0.
但是, 当 n→ ∞ 时, 图像整体向右平移, 越来越远离原点附近. 对任意固定的测试函数 φ, un 与 φ 的

重叠越来越少, 所以 ∫
R
un(x)φ(x) dx→ 0.

因此

un ⇀ 0.

这个例子说明, 弱收敛允许序列让质量逃逸到无穷远.

Remark. 习题课的时候我提到了一个消散 (vanish) 的机制, 这个其实也应该算作逃逸的例子, 因为能量
也是在往无穷远转播.

模型三: 集中
考虑 Lp(0, 1), 其中 1 < p <∞, 定义

un(x) = n1/p1(0,1/n)(x).

直接计算可得

‖un‖pLp(0,1) =

∫ 1/n

0

ndx = 1,

因此

‖un‖Lp(0,1) = 1.

于是 un 不可能强收敛到 0.
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另一方面, un 的支集越来越小, 全部质量都集中到 x = 0 附近越来越窄的区域. 对任意固定测试函数
φ ∈ Lp

′
(0, 1), 有 ∫ 1

0

un(x)φ(x) dx→ 0.

因此

un ⇀ 0 in Lp(0, 1).

这个例子说明, 弱收敛允许序列把质量压缩到越来越小的尺度中. 从线性观测的角度看, 这种集中仍
然可能不可见.

接下来讲一个弱收敛的例子, 其实约等于 Riemann-Lebesgue 引理.
在 ℓ2 中考虑标准基

en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ),

其中第 n 个分量为 1, 其余分量为 0.
显然

‖en‖ℓ2 = 1,

所以 en 不可能强收敛到 0.
但是, 对任意 y = (yk) ∈ ℓ2, 有

〈en, y〉 = yn → 0,

因为 y ∈ ℓ2 有 yk → 0. 因此
en ⇀ 0 in ℓ2.

这个例子可以看作 “滑行无穷远” 的抽象版本. 它不是在实线上向右平移, 而是在坐标方向上跑向越
来越远的位置.

前面的例子表明, 在很多无限维空间里, 弱收敛比强收敛弱得多. 但是 ℓ1 是一个非常特殊的空间. 我
们将证明如下结果.

Example 3.29 饺子醋
ℓ1 中弱收敛等价于强收敛.

我们先来套典型机制, 看看为什么不能弱而不强. 首先作为离散序列空间, 本身就不能像 L2 中通过

振荡和集中来实现弱而不强, 而对于逃逸来说, ℓ1 的对偶空间是 ℓ∞ 空间, 这个空间太大了, 在里面考虑测
试序列 ( 1

sgn(a1) , · · · ,
1

sgn(an) , · · · ), 能让所有质量都无所遁形, 因此我们很有理由去相信这个结果是对的.
我们的证明就是去造测试序列, 抓取想要逃逸的质量, 从而实现强收敛.

Proof. 先说一下我们的构造策略: 因为有弱收敛, 所以我们当然能压制住某项后的所有序列 xn≥N , 使得
他们的质量集中在尾巴 {xn≥N (i� 1)} 上, 然后我们就归纳的构造我们的测试函数, 一步一步抓取更大范
围的质量.
反设

xn ⇀ 0 in ℓ1,

但

‖xn‖ℓ1 6→ 0.

那么通过取子列, 不妨仍设存在 δ > 0, 使得

‖xn‖ℓ1 ≥ 5δ, ∀n ≥ 1.

这里的 5δ 是纯技术设定, 只是为了后续分配质量方便一些.
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把 xn 写成

xn =
(
xn(i)

)
i≥1

.

由于每个坐标映射

x 7→ x(i)

都是 ℓ1 上的连续线性泛函, 由 xn ⇀ 0 可知, 对每个固定的 i ≥ 1, 都有

xn(i) → 0.

下面归纳地构造严格递增序列 {nk}k≥1 和 {ik}k≥1, 使得

∞∑
i=ik+1

|xnk
(i)| < δ, (1)

以及
ik∑
i=1

|xnk+1
(i)| < δ. (2)

构造过程如下.
先取 n1 = 1. 由于 xn1 ∈ ℓ1, 可取 i1 足够大, 使得

∞∑
i=i1+1

|xn1(i)| < δ.

这就得到了 (1) 在 k = 1 时的结论.
接着, 由于对每个 1 ≤ i ≤ i1 都有 xn(i) → 0, 故可取 n2 > n1 足够大, 使得

i1∑
i=1

|xn2
(i)| < δ.

再由 xn2
∈ ℓ1, 可取 i2 > i1 足够大, 使得

∞∑
i=i2+1

|xn2
(i)| < δ.

如此归纳下去, 就得到严格递增序列 {nk}k≥1 和 {ik}k≥1 满足 (1) 与 (2).
现在定义 y =

(
y(i)

)
i≥1

∈ ℓ∞ 如下. 令 i0 = 0, 并在每个块

ik−1 + 1 ≤ i ≤ ik

上定义

y(i) = sgn
(
xnk

(i)
)
, k ≥ 1.

其中约定

sgn(z) =


z

|z|
, z 6= 0,

0, z = 0.

于是显然 |y(i)| ≤ 1, 从而
‖y‖ℓ∞ ≤ 1,

故 y ∈ ℓ∞ = (ℓ1)∗.
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在开始下面的估计前, 还是画个图展示一下我们要怎么证明.

3δ, ik + 1 ik+1

δ ik δ, ik+1 + 1

→gliding hump→

意会一下即可.
接下来估计 y(xnk

). 对任意 k ≥ 1, 有

y(xnk
) =

∞∑
i=1

y(i)xnk
(i).

把求和拆成三段,
{1, . . . , ik−1}, {ik−1 + 1, . . . , ik}, {ik + 1, ik + 2, . . . }.

由于在中间这一段上 y(i) = sgn(xnk
(i)), 所以
ik∑

i=ik−1+1

y(i)xnk
(i) =

ik∑
i=ik−1+1

|xnk
(i)|.

从而

|y(xnk
)| ≥

ik∑
i=ik−1+1

|xnk
(i)| −

ik−1∑
i=1

|xnk
(i)| −

∞∑
i=ik+1

|xnk
(i)|

= ‖xnk
‖ℓ1 − 2

ik−1∑
i=1

|xnk
(i)| − 2

∞∑
i=ik+1

|xnk
(i)|.

由构造可知, 当 k ≥ 2 时,
ik−1∑
i=1

|xnk
(i)| < δ,

∞∑
i=ik+1

|xnk
(i)| < δ,

再结合 ‖xnk
‖ℓ1 ≥ 5δ, 得

|y(xnk
)| > 5δ − 2δ − 2δ = δ.

而当 k = 1 时, 由 i0 = 0 以及 (1), 同样有

|y(xn1
)| ≥

i1∑
i=1

|xn1
(i)| −

∞∑
i=i1+1

|xn1
(i)| = ‖xn1

‖ℓ1 − 2

∞∑
i=i1+1

|xn1
(i)| > 5δ − 2δ = 3δ > δ.

因此对每个 k ≥ 1, 都有
|y(xnk

)| > δ.

这就矛盾了. 因为 y ∈ (ℓ1)∗, 而 xn ⇀ 0, 必有

y(xn) → 0,

从而其任意子列也应趋于 0, 不可能满足

|y(xnk
)| > δ, ∀k ≥ 1.

矛盾说明反设不成立, 所以
‖xn‖ℓ1 → 0.

于是

xn ⇀ x =⇒ ‖xn − x‖ℓ1 → 0.

这就证明了 ℓ1 中弱收敛与强收敛等价.
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4 第四次习题课讲义

4.1 作业答案

Problem 4.1 P119 5
若 fn(x), (n = 1, 2, · · · ), 在 E ⊂ R 上依测度收敛于 f(x) ≡ 0, 试问: 是否有

lim
n→∞

m
(
{x ∈ E : |fn(x)| > 0}

)
= 0?

Proof. 考虑 fn = 1
nχ[0,1], 可见结论错误.

Problem 4.2 P119 6
设 E ⊂ R 上的可测函数列 {fk(x)} 满足

fk(x) ≥ fk+1(x), (k = 1, 2, · · · ).

若 fk(x) 在 E 上依测度收敛到 0, 试问: fk(x) 在 E 上是否几乎处处收敛到 0?

Proof. 有单调性, 子列当然能控制整体. 用 Riesz 定理就行了.

Problem 4.3 P123 1
设 f(x) 是 R 上的实值可测函数，试问：是否存在 g ∈ C(R)，使得

m
(
{x ∈ R : |f(x)− g(x)| > 0}

)
= 0?

Proof. 当然不行, 这个题的道理和3.16是一样的, 考虑 χ[0,∞] 即可.

Problem 4.4 P123 2
设 f(x) 在 [a, b] 上可测，试证明存在多项式列 {Pn(x)}，使得

lim
n→∞

Pn(x) = f(x), a.e. x ∈ [a, b].

Proof. 思路是 Lusin 定理和Weierstrass 逼近定理. 利用 Lusin 定理, 可以找到一列连续函数几乎处处收
敛到 f . 一个比较好说清楚的写法是, 直接用 Lusin 定理, 然后相当于得到了依测度收敛序列, 用 Riesz 定
理就得到几乎处处收敛子列. 然后用 Weierstrass 定理, 写过程用放缩就行, 比如

lim
n

|f(x)− pn(x)| ≤ lim inf
n

|f(x)− fn(x)|+ lim inf
n

|fn(x)− pn(x)| ≤ lim inf
n

|f(x)− fn(x)|+ ||fn − pn||∞.

但是这里还有最后一个问题, 就是 Lusin 定理在使用的时候, 要假定函数是几乎处处有限的. 因此在构造
连续函数逼近时, 第一步应该将 f 改造成 f

1+|f | , 然后先逼近, 再拉回即可. 这里反函数是 x
1−|x| . 用广义实

值化的 tan 和 arctan 也是一样的.

Remark. 改作业的时候发现只有极少数同学注意到这一点, 所以我直接放过去了, 但是同学们还是注意
细节.

课后有同学问到这个几乎处处有限的问题, 这里确实存在一个定义上的问题, 同学们如果看过不同的
书可能也遇到过. 有的书将可测函数定义为 f : X → R, 也就是这个函数其实天然就是几乎处处有限的,
这个定义可以很自然推广到复值实变函数上. 另一种定义则是 f : X → R̄, 这个定义应该是任老师采用的
定义, 这里要采用单点紧化的拓扑, 也就是说, 收敛到 +∞ 是指任意 M > 0, 存在 N > 0, 当 n > N , 则
fn(x) > M , 想清楚这一点后, 这个题目就没有问题了. 当然两种定义都能做出这道题, 以及这两种定义各
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有优劣, 几乎处处有限的定义可以让 Lusin 定理之类的看起来更加广泛, 同时 L1
loc 函数 (这个东西几乎是

最弱性质了, 上个学期 PDE 也是这样讲的) 显然也是几乎处处有限的. 另一种定义会让理论更加完备, 毕
竟也可以不要求函数都是局部可积的. 几何测度论就会区分为 integrable 和 summable 两种概念. 考试建
议用广义实值定义, 不过大概率不会涉及这两种定义的问题.
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4.2 2025mid

Problem 4.5 2025-1
谈谈你对 Lebesgue 可测集合的认识: 定义, 与开集, Borel 集的关系。

Proof. • (1’) 外测度定义.

• (3’) Carathéodory 条件.

• (3’) m(U \ E) < ϵ.

• (3’) Borel 集 ± 零测集.

Problem 4.6 2025-2
谈谈你对 Lebesgue 可测函数的认识: 定义, 与特征函数, 连续函数的关系, 以及关于极限运算是否
封闭。

Proof. • (1’) f 广义实值.

• (4’) E 可测 (1’), {x ∈ E : f(x) > t} 可测.

• (2’) L(E) = 〈χA,+, ·, lim〉, A ⊂ E 可测.

• (2’) Lusin 定理.

• (2’) 封闭性.

Remark. 这两个题比较莫名其妙, 注明的分值仅代表 25 年评分标准. 不过还是要注意, 至少要把题目
提到的词解释一下.

Problem 4.7 2025-3
计算集合族

F := {A ⊂ R : m(A) = 0}

的势。

Proof. 结论是
|F| = 2c.

上界显然成立, 因为 F ⊂ P(R), 所以

|F| ≤ |P(R)| = 2c.

下界取标准 Cantor 集 C. 因为
m(C) = 0,

Lebesgue 测度是完备的, 所以 C 的任意子集都是零测集. 因而

P(C) ⊂ F .

又因为 |C| = c, 所以
|P(C)| = 2c.
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故

|F| ≥ 2c.

综上,
|F| = 2c.

Problem 4.8 2025-4
设 C 是 [0, 1] 区间三等分 Cantor 集. 函数 f : [0, 1] → R 定义为

f(x) =

+∞, x ∈ C,

(−2)−n, x 落在构造过程中第n 次舍去的长为3−n 的区间.

计算 ∫ 1

0

|f(x)| dx.

Proof. 在 25 年的评分标准中, 说明函数可测占 2 分.
因为 m(C) = 0, 所以 C 上取值为 +∞ 不影响积分.
第 n 次删去的区间共有

2n−1

个, 每个长度为
3−n,

且在这些区间上

|f(x)| = 2−n.

故第 n 层的贡献为

2n−1 · 3−n · 2−n =
1

2 · 3n
.

于是 ∫ 1

0

|f(x)| dx =
∞∑
n=1

1

2 · 3n
=

1

2

∞∑
n=1

3−n =
1

2
· 1/3

1− 1/3
=

1

4
.

Problem 4.9 2025-5
计算

lim
n→∞

∫ ∞

0

x−1/2
(
1 +

x

n

)−n
dx.

Proof. 首先要知道这里的逐点极限是

lim
n
(1 +

x

n
)−n = e−x.

(必须知道这个, 而且不需要证明这个.)
然后用 MCT/DCT(用单调性就行, 这是数分结论) 得到

lim
n→∞

∫ ∞

0

x−1/2
(
1 +

x

n

)−n
dx = Γ(

1

2
) =

√
π.

不会算这个积分的话可能会比较凄凉, 不过过程应该是不用写的.
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Problem 4.10 2025-6
设 f : [0, 1] → R 是非负的 Lebesgue 可积函数. 证明

∞∑
k=0

m({x ∈ [0, 1] : f(x) ≥ k}) <∞.

Proof. 由分布函数, ∫ 1

0

f(x) dx =

∫ ∞

0

m({x : f(x) ≥ t}) dt.

因此 ∫ 1

0

f(x) dx ≥
∞∑
k=0

∫ k+1

k

m({x : f(x) ≥ t}) dt ≥
∞∑
k=0

m({x : f(x) ≥ k + 1}).

所以
∞∑
k=1

m({x : f(x) ≥ k}) <∞.

再加上

m({x : f(x) ≥ 0}) ≤ 1,

便得
∞∑
k=0

m({x : f(x) ≥ k}) <∞.

Problem 4.11 2025-7
设 fn 是 [0, 1] 上的单调增加的非负可测函数, 且

fn(x) → f(x) a.e. x ∈ [0, 1].

证明: 存在 [0, 1] 上的单调增加的非负简单可测函数 gn, 使得对任意 x,

gn(x) ≤ fn(x),

且

gn(x) → f(x) a.e.

Remark. 这个题考试的时候修改过表述,这里的表述可能容易误解. 反正意思是 fn ↗ f ,要造 gn ↗ f .

Proof. 证明来自 PPT13 关于 MCT 的证明. 第一步是写出 ϕij 的构造, 这个不写整道题就是零分 (因为
我拿了零分).

ϕij =

22j−1∑
k=0

k2−jχf−1(k2−j ,(k+1)2−n] + 2nχf−1(2j ,∞].

然后取对角线序列

gn = max (ϕ11, · · · , ϕnn).

最后的逐点收敛证明用 ϵ-room 技巧, 考虑 f − ϵ, 有

f(x)− ϵ ≤ ϕmk(x) ≤ fm(x) ≤ f(x).

这里 m < k, m 充分大. 因为这里是在做逐点收敛, 因此这样论证就够了.
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Problem 4.12 2025-8
是否存在函数 f : R → R 使得其不连续点是: (1) 有理数集 Q. (2) 无理数集 R \Q. 证明结论或举
反例。

Proof. (1) 存在. 取 Riemann 函数 (数学分析 A1 里有):

f(x) =


0, x /∈ Q,
1

q
, x =

p

q
∈ Q, gcd(p, q) = 1, q > 0.

它在每个无理点连续, 在每个有理点不连续. 故其不连续点集恰为 Q.
(2) 不存在. 首先要指出, 连续函数的连续点集是一个 Gδ 集, 因为连续点集能写成⋂

k

{ωf (x) <
1

k
}.

这里要说明 {ωf (x) < 1
k} 是开集 (用连续的定义就行), 这在 25 年改卷中占 4 分. 接着要说明 Q 不是 Gδ

集, 用反证法, 此时无理数是 Fσ 集, 因为有理数的稠密性, 这里的闭集都是无处稠密的. 再并上可数的有
理点, 就得到 R 是无处稠密集的并, 与 Baire 纲矛盾.

Problem 4.13 2025-9
设 fn : R → R 是一列可测函数, 且存在 g ∈ L1(R) 使得对任意 n 都有

|fn(x)| ≤ g(x) a.e. x ∈ R.

现假设 fn 在 R 上依测度收敛到 f . 证明:

(1) fn, f ∈ L1(R). (2) ‖fn − f‖L1(R) → 0.

Proof. (1) 对每个 n, 由
|fn| ≤ g ∈ L1

立刻得到 fn ∈ L1.
再证 f ∈ L1. 因为 fn → f 依测度, 可取子列 fnk

使得

fnk
→ f a.e.

由

|fnk
| ≤ g a.e.

取极限得

|f | ≤ g a.e.

故 f ∈ L1(R).
(2) 首先注意到任意子列 {fnk

}. 由依测度收敛, 可再取子子列 {fnkj
} 使得

fnkj
→ f a.e.

并且

|fnkj
− f | ≤ |fnkj

|+ |f | ≤ 2g ∈ L1.

由控制收敛定理,
‖fnkj

− f‖L1 → 0.
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若原序列不满足

‖fn − f‖L1 → 0,

则存在 ε > 0 和子列 {fnk
} 使得

‖fnk
− f‖L1 ≥ ε, ∀k.

但上面已证明该子列有一个子子列在 L1 中收敛到 f , 矛盾.
因此

‖fn − f‖L1(R) → 0.

Remark. 这个题就是上次习题课所讲的子列方法, 实际上做起来是平凡的. 小故事是, 去年小测了这个
题, 考试考的也是这个题, 周民强书上有这个题, 但是证法不是这个, 只留下一句 “下述证法虽繁, 但习之
也不无益处” 的抽象注记 (见书 P157). 最后这题得分率似乎很低, 感觉很有喜剧色彩.

有同学问到能不能使用截断的方法来做, 事实上对积分区域截断后, 还是要估计
∫
BR

|fn − f | dx 这个
东西, 这里还是需要一个依测度 Fatou 之类的工具去做, 而这个的证明应该是类似与3.22的, 也就是说还
是子列方法.
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4.3 2024mid

Problem 4.14 2024-1
叙述 [a, b] 中 Lebesgue 可测函数的定义, 并解释为何在 Lebesgue 积分论中必须引入可测函数的概
念。

Proof. 定义: 函数 f : [a, b] → [−∞,+∞] 称为 Lebesgue 可测, 如果对任意 t ∈ R,

{x ∈ [a, b] : f(x) > t}

是 Lebesgue 可测集. 等价地, 对任意开集 U ⊂ R, 原像

f−1(U)

都是可测集.
评分标准的意思是, 你应该准确指出考虑的 σ-代数 (值域上考虑 Borel σ-代数, 定义域考虑 Lebesgue

σ-代数), 不应该笼统或者错误地说考虑什么可测集.
言之有理即可, 比如说, 积分是通过简单函数逼近构造的, 必须有可测函数的定义才能让积分良定.

Problem 4.15 2024-2
判断下列说法是否正确, 证明或举反例:
假设 f : [a, b] → [a, b] 是单调增加的连续函数, 而且既是单射又是满射, 则 [a, b] 中任意 Lebesgue
可测子集在 f 映照下的原像必是 Lebesgue 可测集。

Proof. 该说法错误.
下面给出反例. 设 F 为标准 Cantor 函数, 定义

T (x) =
x+ F (x)

2
, x ∈ [0, 1].

则 T 是严格递增连续双射, 从而是 [0, 1] 上的单调增加连续同胚. 记

h := T−1.

由 Cantor 函数的标准性质, T (C) 具有正测度, 其中 C 为标准 Cantor 集. 取一个不可测集

A ⊂ T (C).

令

E := h(A) = T−1(A).

因为 E ⊂ C 且 C 零测, 所以 E 是 Lebesgue 可测集.
但是

h−1(E) = A,

而 A 不可测. 因此, 即便 h 是单调增加连续双射, 也存在可测集 E 使得其原像 h−1(E) 不可测.
故原命题为假.

Remark. 这里证明 T (C) 是正测度集的方法见??, 写答案的时候顺序有点小问题.
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Problem 4.16 2024-3
假设 k ∈ N, ak1 , . . . , akn, bk ∈ R, 且

(ak1)
2 + · · ·+ (akn)

2 = 1.

定义

Ek = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : ak1x1 + · · ·+ aknxn = bk}.

证明
∞⋃
k=1

Ek 6= Rn.

Proof. 每个 Ek 都是一个仿射超平面. 因为

(ak1 , . . . , a
k
n) 6= 0,

所以 Ek 是真超平面, 特别地其 n 维 Lebesgue 测度为 0.
由次可加性, 可数并仍为零测, 故

m

( ∞⋃
k=1

Ek

)
= 0.

而

m(Rn) = +∞.

因此
∞⋃
k=1

Ek 6= Rn.

当然也可以用 Baire 纲定理证明, 但要记清楚条件. 超平面是无处稠密集 (他是闭的, 而且余一维, 不
可能有内点), 然后 Rn 是完备度量空间, 用 Baire 纲就结束了.

Problem 4.17 2024-4
设 f : R → R 定义为

f(x) =


1

x2
, x 6= 0,

+∞, x = 0.

由 Lebesgue 可积函数的定义出发, 证明该函数在 R 上不是 Lebesgue 可积函数。

Proof. 首先注意审题, 从定义出发就是要你写出定义. 25 年的第一题第二题也是这个道理.
Lebesgue 非负可测函数的积分定义为∫

R
f dx = sup

{∫
R
φdx : 0 ≤ φ ≤ f, φ 为简单可测函数

}
.

可积是指上述为有限值. Lebesgue 可积函数定义为 f = f+ − f−, f+, f− 都可积.
对每个 n ∈ N, 定义简单函数

φn(x) = n2χ(0,1/n)(x).

显然 0 ≤ φn ≤ f , 因为当 x ∈ (0, 1/n) 时,

f(x) =
1

x2
≥ n2.

于是 ∫
R
φn(x) dx = n2 · 1

n
= n.

Fu C
ho

w



§ 4 4.3 2024mid 第 53 页 / 共 70 页

因此 ∫
R
f dx ≥ n, ∀n.

故 ∫
R
f dx = +∞.

所以 f 不是 Lebesgue 可积函数.

Problem 4.18 2024-5
设 f : [a, b] → R 是非负有界可测函数, 证明∫

[a,b]

f(x) dx = inf
f≤ψ

∫
[a,b]

ψ(x) dx,

其中 ψ : [a, b] → R 取遍非负简单可测函数。

Proof. 这个题是要反向定义积分, 有界性保证了这个题是对的, 所以肯定会用到这个条件.
一方面, 若 ψ 是非负简单可测函数且 f ≤ ψ, 则由积分的单调性,∫

f ≤
∫
ψ.

因此 ∫
f ≤ inf

f≤ψ

∫
ψ.

另一方面, 由于 f 非负有界可测, 对每个 n ∈ N, 定义

ψn(x) = 2−n d2nf(x)e .

则 ψn 是非负简单可测函数, 满足
f(x) ≤ ψn(x) ≤ f(x) + 2−n.

故

0 ≤
∫
ψn −

∫
f ≤ 2−n(b− a) → 0.

从而

inf
f≤ψ

∫
ψ ≤

∫
ψn →

∫
f.

结合前面的反向不等式, 得 ∫
f = inf

f≤ψ

∫
ψ.

Problem 4.19 2024-6
考虑函数列

{f1,1, f2,1, f2,2, . . . , fn,1, fn,2, . . . , fn,n, . . . },

其中

fn,j(x) = χ[(j−1)/n, j/n)(x), j = 1, . . . , n, n ∈ N.

说明该函数列是否在下列意义下收敛: 以测度收敛, 逐点收敛, 几乎处处收敛, 几乎一致收敛, 以及
L1 收敛。

Fu C
ho

w



§ 4 4.3 2024mid 第 54 页 / 共 70 页

Proof. 这个题给出的序列是上次习题课所讲的打字机序列.
(1) 支集缩小, 当然依测度收敛到 0.
(2) 每次都是有限时间依次遍历 [0, 1), 每一点都不是逐点收敛.
(3) 不几乎处处收敛, 见 (2).
(4) 不几乎一致收敛, 不然有几乎处处收敛.
(5) 在 L1 中收敛到 0. 若 uk = fn,j , 则

‖uk‖L1 =

∫ 1

0

fn,j(x) dx =
1

n
→ 0.

故 uk → 0 在 L1 中成立.

Problem 4.20 2024-7
判断下列说法是否正确, 证明或举反例:
假设 E ⊂ R 是 Lebesgue 可测集合, 而且 E 是闭集, m(E) = 1, 则 E 必有内点。

Proof. 该说法错误.
考虑 Cantor-like set. 它是闭集, 没有内点, 同时其可以构造成任意给定的正测度, 特别可构造成

m(E) = 1.

于是 E 闭且 m(E) = 1, 但 int(E) = ∅.

Problem 4.21 2024-8
假设 E ⊂ Rn 是有限测度可测集. 函数 f : Rn → R 定义为

f(x) =

∫
E

χx+E(y) dy.

证明 f 在 0 ∈ Rn 处连续。

Proof. 这题就是上次习题课所讲的平移连续性 (当然你用的时候应该证明, 上次习题课的证明其实非常
简单3.20).

当然也可以不用平移连续性来写, 首先重写 f(x) 如下. 用内正则性, 考虑紧集 K ⊂ E 并且 m(E \
K) < ϵ.

f(x) =

∫
Rn

χE(y)χx+E(y) dy =

∫
Rn

χE(y)χE(y − x) dy.

于是

f(0) =

∫
χE(y)

2 dy = m(E).

并且

|f(x)− f(0)| =
∣∣∣∣∫ χE(y)

(
χE(y − x)− χE(y)

)
dy
∣∣∣∣ ≤ ∫ |χE(y − x)− χE(y)| dy

=

∫
|χK(y − x)− χK(y)| dy +

∫
|χK(y − x)| dy +

∫
|χK(y)| dy

≤ 2ϵ+

∫
|χK(y − x)− χK(y)| dy.

当 |x| < δ, 我们有控制函数
|χK(y − x)− χK(y)| ≤ 2|χK+B(0,δ)(y)|.

因为 K 紧, 右端显然可积. 用控制收敛就有

lim sup
x→0

|f(x)− f(0)| ≤ 2ϵ.
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由 ϵ 的任意性就证明了连续性.

Problem 4.22 2024-9
假设 g : [0, 1] → [0, 1] 是 Lebesgue 可测函数, f : [0, 1] → R 是连续函数, 并且 f(0) ≤ f(1). 证明下
列极限存在且属于区间 [f(0), f(1)]:

lim
n→∞

∫ 1

0

f
(
(g(x))n

)
dx.

Proof. 因为 0 ≤ g(x) ≤ 1, 所以对每个 x,

(g(x))n →

0, g(x) < 1,

1, g(x) = 1.

故

f((g(x))n) →

f(0), g(x) < 1,

f(1), g(x) = 1.

记

A := {x ∈ [0, 1] : g(x) = 1}.

则点态极限为

h(x) = f(0)χ[0,1]\A(x) + f(1)χA(x).

由于 f 在 [0, 1] 上连续, 故有界, 从而

|f((g(x))n)| ≤ max
t∈[0,1]

|f(t)|.

由控制收敛定理,

lim
n→∞

∫ 1

0

f((g(x))n) dx =

∫ 1

0

h(x) dx = f(0)(1−m(A)) + f(1)m(A).

因为 0 ≤ m(A) ≤ 1, 该值是 f(0) 与 f(1) 的凸组合, 所以属于区间 [f(0), f(1)].

Problem 4.23 2024-10
设 α > 0. 函数 G : (0,+∞) → R 定义为

G(x) =

∫ ∞

0

e−x(t+t
−1)(t1+α + t1−α) dt.

证明: G 良好定义, 且 G ∈ C∞(0,+∞).

Proof. 先证良好定义. 固定 x > 0.
当 t→ ∞ 时,

e−x(t+t
−1)(t1+α + t1−α) ≤ e−xt(t1+α + t1−α),

右边可积.
当 t→ 0+ 时,

e−x(t+t
−1)(t1+α + t1−α) ≤ e−x/t(t1+α + t1−α),

而 e−x/t 比任意幂都衰减得更快, 故在 0 附近也可积. 所以 G(x) 良好定义.
下面证可无限次求导. 固定紧区间

K = [a, b] ⊂ (0,∞).
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对任意 k ∈ N, 形式求导得

G(k)(x) = (−1)k
∫ ∞

0

(t+ t−1)ke−x(t+t
−1)(t1+α + t1−α) dt.

只需证明可在积分号内逐次求导. 当 x ∈ K 时,

(t+ t−1)ke−x(t+t
−1)(t1+α + t1−α) ≤ (t+ t−1)ke−a(t+t

−1)(t1+α + t1−α).

右边在 (0,∞) 上可积: 在 ∞ 处由 e−at 控制, 在 0 处由 e−a/t 控制.
故由控制收敛定理, 可在积分号内任意次求导, 从而

G ∈ C∞(0,∞).
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4.4 2023mid

Problem 4.24 2023-1
具体写出 Lusin 定理与 Egorov 定理, 无需给出证明.

Proof. Lusin 定理: 设 E ⊂ Rn 可测, f : E → R 为 a.e. 有限的可测函数等价于对任意 ε > 0, 存在闭集
集 F ⊂ E, 使得

m(E \ F ) < ε,

并且 f |F 连续.
Egorov 定理: 设 E ⊂ Rn 可测且 m(E) <∞, fn, f : E → R 可测, 且

fn → f a.e. on E.

等价于对任意 ε > 0, 存在可测集 A ⊂ E, 使得

m(E \A) < ε,

并且 fn → f 在 A 上一致收敛.

Remark. 这两个定理的表述应该不唯一, 如果考到类似的题, 写出非平凡一侧就行了 (Littlewood 三原
理中的方向). Lusin 定理可以写有限测度的版本, 感觉那个更常见, 当然结论中的闭集变成了紧集.

Problem 4.25 2023-2
写出 Borel-Cantelli 引理并证明.

Proof. 设 En 可测, 且
∑
nm(En) <∞, 那么

m(lim sup
n

En) = 0.

直接计算就行

m(lim sup
n

En) ≤ m(
⋃
n=N

En) ≤
∑
n=N

m(En) → 0 as N → ∞.

Problem 4.26 2023-3
利用 Borel-Cantelli 引理证明 Egorov 定理.

Proof. 设 m(E) <∞, 且 fn → f a.e. 于 E. 任取 ε > 0.
对每个 k ∈ N, 定义

En,k := {x ∈ E : |fn(x)− f(x)| > 2−k}.

由于 fn(x) → f(x) a.e., 对几乎处处的 x, 对固定 k 都只有有限多个 n 使得 x ∈ En,k. 因而

m
(

lim sup
n→∞

En,k

)
= 0.

所以可取整数 Nk, 使得
m
( ⋃
n≥Nk

En,k

)
<

ε

2k
.
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令

A := E \
∞⋃
k=1

⋃
n≥Nk

En,k.

则

m(E \A) ≤
∞∑
k=1

ε

2k
= ε.

现在证在 A 上一致收敛. 任取 δ > 0, 取 k 使得 2−k < δ. 若 n ≥ Nk, 则由 A 的定义知

|fn(x)− f(x)| ≤ 2−k < δ, ∀x ∈ A.

故 fn → f 在 A 上一致收敛. 这就是 Egorov 定理.

Remark. 其实我没感觉到哪里用了 B-C 引理, 可能在几乎处处收敛的等价刻画中用到了, 没啥感觉.

Problem 4.27 2023-4
设 {fn} 是闭集 F ⊂ R 上的连续函数列. 证明 {fn} 在 F 上的收敛点集是 Fσδ 集.

Proof. 这是作业原题. 收敛点集可写成

C =

∞⋂
k=1

∞⋃
N=1

⋂
m,n≥N

{
x ∈ F : |fm(x)− fn(x)| ≤

1

k

}
.

对固定的 k,m, n, 集合
Ak,m,n :=

{
x ∈ F : |fm(x)− fn(x)| ≤

1

k

}
是闭集, 因为 fm − fn 在闭集 F 上连续.

所以 ⋂
m,n≥N

Ak,m,n

仍是闭集, 再对 N 作可数并得到 Fσ 集, 最后对 k 作可数交, 得到 Fσδ 集.
故收敛点集是 Fσδ.

Problem 4.28 2023-5
K 是课上构造的不可测集. 证明 K 的任意可测子集均是零测集.

Proof. 设 A ⊂ K 可测. 若 m(A) > 0, 则由 Steinhaus 定理,

A−A

包含 0 的某个开邻域. 特别地, A−A 包含某个非零有理数 q.
于是存在 x, y ∈ A 使得

x− y = q ∈ Q.

但 A ⊂ K, 而 K 是模 Q 的代表元集合, 故同一等价类中只能取一个点. 于是必有 x = y, 从而 q = 0, 矛
盾.

所以 m(A) = 0.

Remark. 这个是往年习题课讲过的题目. 但是 Steinhaus 定理我没怎么用过, 所以也就没讲.
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Problem 4.29 2023-6
举例说明依测度收敛不一定几乎处处收敛.

Proof. 考虑打字机序列,
fn,k(x) = χ[ kn ,

k+1
n )(x).

写太多次就不写了.

Problem 4.30 2023-7
写出 Cantor 函数的具体表达式, 并利用 Cantor 函数构造 [0, 1] 上的一个同胚, 使得某个可测集的
原像不是可测集.

Proof.

f

( ∞∑
k=1

xn
3n

)
xn=0,2
======

1

2

∞∑
k=0

xn
2n
.

现在定义

T (x) :=
x+ F (x)

2
, x ∈ [0, 1].

之前说过了这个是一个同胚,并且 m(T (C)) = 1
2 . 这时因为 m(T ([0, 1]\C)) = 1

2 (非 C 上的点关于 F 局部

常值, 然后被线性部分压缩). 令 h := T−1, 取 N ⊂ T (C)不可测, 那么 E = h(N)零测, 但是 h−1(E) = N

不可测.

Problem 4.31 2023-8
证明单调函数是可测函数.

Proof. 设 f : R → R 单调不减. 对任意 a ∈ R, 集合

Ea := {x ∈ R : f(x) > a}

必是一个开区间, 闭区间, 半开区间, 空集或全体 R 中的一种, 总之它是 Borel 集.

Problem 4.32 2023-9
函数列 {fi} 依测度 Cauchy, 证明它依测度收敛.

Proof. 原来的证明有点小问题, 现在是修改版. 首先按照依测度 Cauchy 的定义, 能取出子列 {fnk
}, 满

足

m(|fnk+1−fnk
|>2−k︸ ︷︷ ︸

Ek

) < 2−k.

这个子列的选取你可能需要思考一下, 不是完全随意的选法.
由 Borel-Cantelli 引理, 有

m(lim sup
k

Ek) = 0.

然后当 x /∈ lim supk Ek, 就能得到逐点收敛了, 因为这里有逐点的 Cauchy 列. 因此得到子列的几乎处处
收敛的极限函数 f . 然后用测度的三角不等式,

lim
n
m(|fn − f | > ϵ) ≤ lim

n
lim
k

(m(|fn − fnk
| > ϵ/2) +m(|fnk

− f | > ϵ/2)) = 0.

就完成了证明.
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Problem 4.33 2023-10
证明 R 上可测函数构成的集合的势为 2c.

Proof. 先证下界. 取标准 Cantor 集 C. 因为 m(C) = 0, 所以 C 的任意子集都 Lebesgue 可测. 而 C 的

子集个数为

|P(C)| = 2c.

每个可测集 E 给出一个可测特征函数 χE , 故可测函数总数至少为 2c.
再证上界. 比较简单的说明方式是直接计算

∣∣RR
∣∣. 具体是∣∣RR∣∣ = cc = 2ℵ0c = 2c.
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4.5 2022mid

Problem 4.34 2022-1
设 A,B 是两个集合. 若 |A| ≤ |B| 且 |B| ≤ |A|, 证明 |A| = |B|.

Proof. Cantor-Bernstein 定理, 感觉还是没必要想它. 想看解答的自己看 PPT, 这个我讲不明白.

Problem 4.35 2022-2
Lebesgue 零测集是否一定是 Borel 集. 说明理由.

Proof. 不一定.
设 C 为标准 Cantor 集. 则 m(C) = 0, 因而 C 的任意子集都是 Lebesgue 可测且零测. 但是 C 的子

集总数为

|P(C)| = 2c.

另一方面, R 中 Borel 集的总数只有 c. 因此不可能 C 的每个子集都是 Borel 集. 于是存在零测集不是
Borel 集.

这个题也有别的论证办法, 就是之前 Cantor 函数同胚那个题, 那里把不可测集打到了零测集, 这个零
测集一定不是 Borel 集, 不然拉回后还是可测的.

Problem 4.36 2022-3
假设 Ek ⊂ Rn, 证明

lim sup
k→∞

χEk
(x) = χlim supk→∞ Ek

(x).

Proof.
lim sup

k
χEk

(x) = 1 ⇔ x ∈ {Ek} i.o. ⇔ x ∈ lim sup
k

Ek ⇔ χlim supk Ek
(x) = 1.

Problem 4.37 2022-4
设 C 是标准 Cantor 集. 函数 f : [0, 1] → R 定义如下: 当 x ∈ C 时, f(x) = 0; 当 x 落在第 n 次去

掉的长为 3−n 的区间时, f(x) = 1/n. 利用特征函数的加法, 乘法, 极限运算表示函数 f , 并说明 f

是否可测.

Proof. 记 Dn 为 Cantor 构造中第 n 次删去的区间之并. 则 Dn 是有限个开区间的并, 从而是 Borel 集.
且这些 Dn 两两不交, 并满足

[0, 1] = C ∪
∞⋃
n=1

Dn.

于是

f(x) =

∞∑
n=1

1

n
χDn

(x).

因为每个 χDn
可测, 有限和可测, 极限也可测, 故 f 可测.

更具体地, 令

fN (x) =

N∑
n=1

1

n
χDn

(x),

则 fN 可测且

fN (x) → f(x).

故 f 可测.
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Problem 4.38 2022-5
构造一个 Lebesgue 不可测集, 并证明它不可测.

Proof. 进行一个背诵 (无慈悲). 取 [0, 1] 上关于等价关系

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q

的一个代表元集合 V .
若 V 可测, 对每个有理数 q ∈ Q ∩ [−1, 1], 令

Vq = (V + q).

则不同的 q 对应的 Vq 两两不交, 且

[0, 1] ⊂
⋃

q∈Q∩[−1,1]

(V + q) ⊂ [−1, 2].

由平移不变性, 若 V 可测, 则每个 V + q 可测且测度与 V 相同.
若 m(V ) = 0, 则可数并仍为零测, 不可能覆盖 [0, 1]. 若 m(V ) > 0, 则∑

q∈Q∩[−1,1]

m(Vq) = +∞,

而这些集合都包含在有限测度集 [−1, 2] 中, 矛盾.
故 V 不可测.

Problem 4.39 2022-6
设 A ⊂ R, 0 < α < 1. 若对任意开区间 (a, b), 均存在开区间列 In, 使得

A ∩ (a, b) ⊂
⋃
n

In,
∑
n

m(In) < α(b− a).

求证 m(A) = 0.

Proof. 反设 m∗(A) > 0, 且不妨设 m∗(A) < ∞. 由外正则性 (有同学上课问到这个, 其实可以想想外测
度的定义, 这个是送给你的 (Jinbang Yang.gif)), 对任意 ε > 0, 存在开集 G ⊃ A, 使得

m(G) < m∗(A) + ε.

把 G 写成互不相交开区间之并

G =

∞⊔
j=1

(aj , bj).

对每个 (aj , bj), 由题设, 存在开区间列 {Ij,k}k≥1 使得

A ∩ (aj , bj) ⊂
∞⋃
k=1

Ij,k,

∞∑
k=1

m(Ij,k) < α(bj − aj).

于是

A ⊂
⋃
j,k

Ij,k,

从而

m∗(A) ≤
∑
j,k

m(Ij,k) < α
∑
j

(bj − aj) = αm(G) < α(m∗(A) + ε).
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令 ε→ 0, 得
m∗(A) ≤ αm∗(A).

因 0 < α < 1, 只能有 m(A) = 0, 矛盾.

Problem 4.40 2022-7
设 {φk} 是全体有理系数多项式列, φ0 = 0, fk = φk − φk−1. 证明: 对 [a, b] 上的可测函数 f , 存在
加括号的方法使得

f = (f1 + · · ·+ fn1
) + (fn1+1 + · · ·+ fn2

) + · · · a.e.

Proof. 由作业题4.4可知, 任意可测函数 f 都可以用一列有理系数多项式 φnj
在 a.e. 意义下逼近, 即存

在严格递增整数列 nj , 使得
φnj

(x) → f(x) a.e.

现在按这些指标加括号:
(f1 + · · ·+ fn1

) + (fn1+1 + · · ·+ fn2
) + · · · .

由于 fk = φk − φk−1, 每一块都抵消了:

fnj−1+1 + · · ·+ fnj = φnj − φnj−1 .

于是前 N 块的和为
N∑
j=1

(φnj
− φnj−1

) = φnN
.

令 N → ∞, 得
φnN

(x) → f(x) a.e.

所以上述加括号后的级数 a.e. 收敛到 f .

Problem 4.41 2022-8
令 f 是 [0, 1] 上的光滑非线性函数, Γ := {(x, f(x)) : x ∈ [0, 1]}. 证明

m(Γ + Γ) > 0.

其中

Γ + Γ := {u+ v : u, v ∈ Γ}.

Proof. 定义
F : [0, 1]2 → R2, F (s, t) = (s+ t, f(s) + f(t)).

则

F ([0, 1]2) = Γ + Γ.

其 Jacobian 矩阵为

DF (s, t) =

(
1 1

f ′(s) f ′(t)

)
,

故

detDF (s, t) = f ′(t)− f ′(s).

Fu C
ho

w



§ 4 4.5 2022mid 第 64 页 / 共 70 页

因为 f 非线性, 所以 f ′ 不是常数. 因而存在 s0, t0 使得

f ′(t0) 6= f ′(s0),

即

detDF (s0, t0) 6= 0.

由反函数定理, 存在 (s0, t0) 的邻域 U , 使得 F (U) 是 R2 中的开集. 特别地,

F (U) ⊂ Γ + Γ

且 F (U) 非空开, 因而其 Lebesgue 测度正:

m(Γ + Γ) ≥ m(F (U)) > 0.

Remark. 这个为什么是实分析考题呢?

Problem 4.42 2022-9
设 f : R → R 满足

f(x) + f(y) = f(x+ y),

且在一个正测集上有界. 证明 f 是线性函数.

Proof. 这个是 PPT 原题. 如果学过泛函, 应该可以意识到这里就是要做原点连续性, 那就是去蹭 Stein-
haus 定理.
设 E ⊂ R 可测, m(E) > 0, 且存在 M > 0 使得

|f(x)| ≤M, x ∈ E.

由 Steinhaus 定理, E − E 含有 0 的某个邻域 (−δ, δ).
任取 h ∈ (−δ, δ), 可写成 h = x− y, 其中 x, y ∈ E. 故

|f(h)| = |f(x)− f(y)| ≤ |f(x)|+ |f(y)| ≤ f(y)| ≤ 2M.

所以 f 在 0 的某个邻域内有界.
下面证连续性. 任取 ε > 0, 选 n 大使得 2M/n < ε. 若 |x| < δ/n, 则 |nx| < δ, 从而

|f(x)| = 1

n
|f(nx)| ≤ 2M

n
< ε.

故 f 在 0 连续, 从而由可加性知 f 在每点连续.
连续可加函数必为线性函数. 令 c = f(1), 则对有理数 q 有

f(q) = cq.

由连续性推广到全体实数, 得
f(x) = cx, x ∈ R.

Problem 4.43 2022-10
证明局部 Lipschitz 函数 f : R → R 将零测集映成零测集.
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Proof. 去年习题课讲过这个题, 往年题有所以之前没讲. 思路其实很清楚, 局部性可以紧化, 然后 Lips-
chitz 相当于容许线性拉伸, 但是零测集就是小方体覆盖, 小方体拉伸还是小的.

设 N ⊂ R 是零测集. 对每个整数 m, 在紧区间

Km = [m,m+ 1]

上, f 是 Lipschitz 的, 设 Lipschitz 常数为 Lm.
令

Nm := N ∩Km.

因为 Nm 零测, 对任意 ε > 0, 可取开区间列 {Im,j}j≥1 覆盖 Nm, 且

∞∑
j=1

|Im,j | <
ε

2|m|+1(1 + Lm)
.

由于 f 在 Km 上是 Lm-Lipschitz, 每个 f(Im,j ∩Km) 的长度至多为 Lm|Im,j |(用直径的定义想想, 高维就
是用直径来处理的). 因而

m(f(Nm)) ≤
∞∑
j=1

m(f(Im,j ∩Km)) ≤ Lm

∞∑
j=1

|Im,j | <
ε

2|m|+1
.

于是

m(f(N)) ≤
∑
m∈Z

m(f(Nm)) <
∑
m∈Z

ε

2|m|+1
≤ 2ε.

由于 ε > 0 任意, 得 m(f(N)) = 0.
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4.6 2021mid

Problem 4.44 2021-1
叙述 Rn 中 Lebesgue 可测集的定义.

Proof. (同 25mid14.5)
设 m∗ 为 Rn 上的 Lebesgue 外测度. 集合 E ⊂ Rn 称为 Lebesgue 可测集, 如果对任意 A ⊂ Rn, 都有

m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A \ E).

这就是 Carathéodory 可测性判据.
等价地, E 可测当且仅当对任意 ε > 0, 存在开集 G ⊃ E, 使得

m∗(G \ E) < ε.

再等价地, 任一 Lebesgue 可测集都可写成

E = B ∪N,

其中 B 是 Borel 集, N 是零测集的子集. 因而所有 Borel 集都 Lebesgue 可测, 且 Lebesgue 可测集族是
Borel σ-代数的完备化.

Problem 4.45 2021-2
叙述 Rn 中的 Fatou 引理和 Lebesgue 控制收敛定理, 并用 Fatou 引理证明 Lebesgue 控制收敛定
理.

Proof. 上次习题课讲过了. 注意有一侧不能直接用 Fatou 引理, 都应该用比较函数来做.
Fatou 引理: 若 fn ≥ 0 可测, 则∫

lim inf
n→∞

fn dx ≤ lim inf
n→∞

∫
fn dx.

Lebesgue 控制收敛定理: 若 fn → f a.e., 且存在可积函数 g 使得

|fn| ≤ g a.e. for all n,

则 f 可积, 且
lim
n→∞

∫
|fn − f | dx = 0, lim

n→∞

∫
fn dx =

∫
f dx.

下面用 Fatou 引理证明控制收敛定理.
由 |fn| ≤ g 和 fn → f a.e., 得 |f | ≤ g a.e., 因而 f 可积.
对非负函数列 g + fn, 由 Fatou 引理得∫

lim inf
n→∞

(g + fn) ≤ lim inf
n→∞

∫
(g + fn).

因为 lim inf(g + fn) = g + f , 所以 ∫
g +

∫
f ≤

∫
g + lim inf

n→∞

∫
fn,

即 ∫
f ≤ lim inf

n→∞

∫
fn.
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再对非负函数列 g − fn 用 Fatou 引理,∫
lim inf
n→∞

(g − fn) ≤ lim inf
n→∞

∫
(g − fn).

由于 lim inf(g − fn) = g − f , 得 ∫
g −

∫
f ≤

∫
g − lim sup

n→∞

∫
fn,

即

lim sup
n→∞

∫
fn ≤

∫
f.

合并两式得到

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f.

最后, 由 |fn − f | → 0 a.e. 且 |fn − f | ≤ 2g, 再对 |fn − f | 应用上面已经证明的积分收敛结论, 得∫
|fn − f | dx→ 0.

证毕.

Problem 4.46 2021-3
设 E ⊂ R 是 Lebesgue 可测的, 且 m(E) < ∞. 记 L(E,R) 为 E 上几乎处处有限的可测函数模去

a.e. 相等得到的等价类. 对任意 f, g ∈ L(E,R), 定义

d(f, g) =

∫
E

|f − g|
1 + |f − g|

dx.

证明: fn, f ∈ L(E,R), 则 fn 依测度收敛到 f 当且仅当

lim
n→∞

d(fn, f) = 0.

Proof. 记
ϕ(t) =

t

1 + t
, t ≥ 0.

则 ϕ 单调增加, 且 0 ≤ ϕ(t) ≤ 1. 此时我们有 {|fn − f | > ϵ} = {ϕ(|fn − f |) > ϕ(ϵ)}.
先证必要性, 其实是拆积分.

d(fn, f) =

∫
E

ϕ(|fn − f |) =
∫
E∩{ϕ(|fn−f |)>ϕ(ϵ)}

ϕ(|fn − f |) +
∫
E∩{ϕ(|fn−f |)≤ϕ(ϵ)}

ϕ(|fn − f |)

≤ m(E ∩ {ϕ(|fn − f |) > ϕ(ϵ)}) +m(E ∩ {ϕ(|fn − f |) ≤ ϕ(ϵ)})ϕ(ϵ)

≤ m(E ∩ {|fn − f | > ϵ}) +m(E)ϕ(ϵ).

再证充分性, 其实是直接放缩.

d(fn, f) =

∫
E

ϕ(|fn − f |) ≥
∫
E∩{ϕ(|fn−f |)≥ϕ(ϵ)}

ϕ(|fn − f |) ≥ ϵ

1 + ϵ
m(E ∩ {ϕ(|fn − f |) ≥ ϕ(ϵ)}).

Problem 4.47 2021-4
f 为 (0, 1) 上可积的实值函数, 且满足 limx→1− f(x) = A ∈ R. 证明:

(a) lim
n→∞

∫ 1

0

f(x)xn dx = 0, (b) lim
n→∞

n

∫ 1

0

f(x)xn dx = A.
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Proof. (a) 因为对 x ∈ (0, 1), 有 xn → 0, 且

|f(x)xn| ≤ |f(x)| ∈ L1(0, 1),

由控制收敛定理, ∫ 1

0

f(x)xn dx→ 0.

(b) 写成

n

∫ 1

0

f(x)xn dx = n

∫ 1

0

(f(x)−A)xn dx+An

∫ 1

0

xn dx.

而

An

∫ 1

0

xn dx = A
n

n+ 1
→ A.

故只需证

n

∫ 1

0

(f(x)−A)xn dx→ 0.

任取 ε > 0. 由 f(x) → A 当 x→ 1−, 存在 δ ∈ (0, 1), 使得当 x ∈ (1− δ, 1) 时,

|f(x)−A| < ε.

于是

n

∣∣∣∣∫ 1

0

(f −A)xn dx

∣∣∣∣ ≤ n

∫ 1−δ

0

|f −A|xn dx+ n

∫ 1

1−δ
|f −A|xn dx.

对第一项, 因为 xn ≤ (1− δ)n,

n

∫ 1−δ

0

|f −A|xn dx ≤ n(1− δ)n
∫ 1−δ

0

|f −A| dx→ 0.

对第二项,

n

∫ 1

1−δ
|f −A|xn dx ≤ ε n

∫ 1

1−δ
xn dx ≤ ε n

∫ 1

0

xn dx = ε
n

n+ 1
≤ ε.

先令 n→ ∞, 再令 ε→ 0, 得所求.
故

n

∫ 1

0

f(x)xn dx→ A.

Problem 4.48 2021-5
用换元 x = αt 计算

lim
α→0+

∫ α

0

dx√
cosx− cosα

.

Proof. 令 x = αt, 则

Iα :=

∫ α

0

dx√
cosx− cosα

=

∫ 1

0

αdt√
cos(αt)− cosα

.

对固定 t ∈ [0, 1), 用 cosu = 1− u2

2 + o(u2), 得

cos(αt)− cosα =
α2

2
(1− t2) + o(α2).

故
α√

cos(αt)− cosα
→

√
2√

1− t2
.
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下面给出一个可积控制. 注意

cos(αt)− cosα = 2 sin α(1 + t)

2
sin α(1− t)

2
.

当 α 充分小时, 两个正弦的自变量都落在
[
0, π2

]
, 由 sinu ≥ 2

πu, 得

cos(αt)− cosα ≥ 2 · α(1 + t)

π
· α(1− t)

π
=

2α2

π2
(1− t2).

因此

0 ≤ α√
cos(αt)− cosα

≤ π√
2

1√
1− t2

.

而 (1− t2)−1/2 在 (0, 1) 上可积, 故由控制收敛定理,

lim
α→0+

Iα =
√
2

∫ 1

0

dt√
1− t2

=
√
2 · π

2
=

π√
2
.

Problem 4.49 2021-6
记 Q = {rn} 为所有有理数. 定义 f : R → [0,+∞] 为

f(x) =


∑∞
k=1

1

4k|x− rk|
, x /∈ Q,

+∞, x ∈ Q.

证明

m({x ∈ R : f(x) > 1}) <∞.

Proof. 感觉很像去年期末的题目, 不过去年期末好像是不等式的放缩机制和紧性论证, 和这个题不太一
样. 这个题可能有点不好想, 但是不妨先想想这个级数什么时候还能被控制, 应该会想到

∑
k=0

1
2k

= 1. 那
我们可以去比较一下我们有的东西和这个级数的区别, 就得到如下做法.

设

E := {x ∈ R : f(x) > 1}.

若对某个 x 有

|x− rk| ≥ 2−k, ∀k ≥ 1,

则
1

4k|x− rk|
≤ 1

4k · 2−k
=

1

2k
.

于是

f(x) ≤
∞∑
k=1

1

2k
= 1.

所以若 f(x) > 1, 则必存在某个 k 使得

|x− rk| < 2−k.

因此

E ⊂
∞⋃
k=1

(
rk − 2−k, rk + 2−k

)
.

从而

m(E) ≤
∞∑
k=1

21−k = 2 <∞.

证毕.
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Problem 4.50 2021-7
设 G 为 R 的加法真子群, 且 G 是 Lebesgue 可测的. 用 Steinhaus 定理证明 m(G) = 0.

Proof. 加法群结构和之前那个线性函数的题目4.42是不是有点像, 其实做法也是类似的.
反证. 若 m(G) > 0, 则由 Steinhaus 定理, 集合

G−G = {x− y : x, y ∈ G}

包含 0 的某个开邻域. 但因为 G 是加法子群, 有

G−G = G.

故 G 含有某个开区间 (−δ, δ).
于是对任意 x ∈ R, 取整数 n 充分大使得 x/n ∈ (−δ, δ) ⊂ G. 由子群性质,

x = n · (x/n) ∈ G.

这说明 G = R, 与 G 为真子群矛盾.
故只能有 m(G) = 0.

Remark. Steinhuas 定理是可以直接用的东西, 也感谢同学们提醒我还有 E + E 形式的 Steinhaus 定
理, 我已经忘光了.

习题课讲义上卷到此结束了, 同学们好好复习.

Fu C
ho

w


	第一次习题课讲义
	作业答案
	补充内容

	第二次习题课讲义
	作业答案
	补充内容

	第三次习题课讲义
	作业答案
	补充内容

	第四次习题课讲义
	作业答案
	2025mid
	2024mid
	2023mid
	2022mid
	2021mid


