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3 第三次习题课讲义

3.1 作业答案

Problem 3.1 P78.1

设 E ⊂ [0, 1], 若 m(E) = 1, 试证明 Ē = [0, 1]; 若 m(E) = 0, 试证明
◦
E = ∅.

Proof. 第一部分是直接的, 因为

1 = m([0, 1]) ≥ m(Ē) ≥ m(E) = 1 ⇒ m(Ē) = 1.

第二部分是反证法, 若 E 有内点, 就有开球 B ⊂ E, 但是 0 < m(B) ≤ m(E) = 0, 这不可能!

Problem 3.2 P78.2
设 {An} 是互不相交的可测集列, Bn ⊂ An (n = 1, 2, · · · ), 试证明

m∗

( ∞⋃
n=1

Bn

)
=

∞∑
n=1

m∗(Bn).

Proof. 这个题相当于用分离性让外测度具有分离可加性, 某种意义上来说, 能从外测度的定义直接看出
来. 当然更直接的办法是用 Carathéodory 条件去拆这个集合.

m∗

( ∞⋃
n=1

Bn

)
= m∗

( ∞⋃
n=1

Bn ∩A1

)
+m∗

( ∞⋃
n=1

Bn \A1

)

= m∗(B1) +m∗

( ∞⋃
n=2

Bn

)
= · · ·

≥
N∑

n=1

m∗ (Bn) .

对 N 取极限即可得到

m∗

( ∞⋃
n=1

Bn

)
≥

∞∑
n=1

m∗(Bn).

用次可加性得到另一侧不等式, 从而完成了证明.

Remark. 同学们一定要熟练使用 Carathéodory 条件, 很多外测度定义上讲不清楚的事情其实可以
直接简化成集合计算, 失去直观性得到的就是论证的极大简化. 以及同学们别把 Carathéodory 条件和
Carathéodory 定理搞混了, 后者是指从外测度构造完备测度的定理.

Problem 3.3 P78.5
设 E ⊂ R, 且 0 < α < m(E), 试证明存在 E 中的有界闭集 F , 使得 m(F ) = α.

Proof. 本题需要指出的是, 直接使用测度连续性构造出来的集合不一定是紧集, 应该先用内正则性收缩
出紧集, 然后再用连续性. 首先内正则性, 得到紧集 K ⊂ E, 满足 α < m(K) < m(E). 构造正半轴上的函
数 f(x) = m(K ∩ [−x, x]). 这个函数是连续的, 因为

f(x+ δ)− f(x) = m(K ∩ [−x− δ, x+ δ])−m(K ∩ [−x, x]) = m(K ∩ ([−x− δ, x)) ∪ (x, x+ δ]) ≤ 2δ.
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因此我们利用介值性, 存在 x0 > 0, 使得 m(K ∩ [−x0, x0]) = α. 现在令 F = K ∩ [−x0, x0], 那么
m(F ) = α.

Problem 3.4 P94.9
设 E1, E2, · · · , Ek 是 [0, 1] 中的可测集, 且有

k∑
i=1

m(Ei) > k − 1,

试证明

m

(
k⋂

i=1

Ei

)
> 0.

Proof. 一般来说并集比交集好处理一些 (因为定义里唯一非平凡内容就是并集), 因此我们考虑补集. 此
时条件就变成了

1 >

∞∑
i=1

m(Ec
i ) ≥

∞∑
i=1

m

( ∞⋃
i=1

Ec
i

)
.

而这正好等价于题目结论.

Problem 3.5 P84.2
设 A ⊂ Rn 是可测集, B ⊂ Rn. 试证明

m∗(A ∪B) +m∗(A ∩B) = m∗(A) +m∗(B).

Proof. 由 Carathéodory 条件, 有

m∗(B) = m ∗ (A ∩B) +m∗(B \A).

m∗(A ∪B) = m∗(A) +m∗(B \A).

上下相减即得结论. 其中第一个等式来自 B 用 A 拆分, 第二个等式来自 A ∪B 用 A 拆分.

Problem 3.6 P95.12
{Bk} 是 Rn 中递减可测集合列, m∗(A) < +∞. 令 Ek = A ∩ Bk (k = 1, 2, · · · ), E =

⋂∞
k=1 Ek, 试

证明

lim
k→∞

m∗(Ek) = m∗(E).

Proof. 如果要模仿测度连续性的证明, 那拆集合的时候出现的不等号就会比较麻烦, 因此这里通过等测
包给出一个更干净的证明. 设 H 是 A 的等测包, 那么

m∗(A) = m∗(A ∩B) +m∗(A \B) ≤ m(H ∩B) +m(H \B) = m(H) = m∗(A).

这就说明 H ∩Bk 是 Ek 的等测包. 从而有

lim
k→∞

m∗(Ek) = lim
k→∞

m∗(H ∩Bk) = lim
k→∞

m∗(H ∩B) = m∗(E).

本题也有一个不用等测包的方法, 要利用3.5. 不妨设 Bk 测度有限 (不然用不了连续性).

lim
k→∞

m∗(Ek) = lim
k→∞

m∗(A ∩Bk) = lim
k→∞

(m∗(A) +m∗(Bk)−m∗(A ∪Bk))

≤ m∗(A) +m∗(

∞⋂
k=1

Bk)−m∗(A ∪

( ∞⋂
k=1

Bk

)
) = m∗(A ∩

( ∞⋂
k=1

Bk

)
) = m∗(E).
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这样就给出了上界, 而下界是显然的, 从而完成了证明 (道理上就是用两次 Carathéodory 条件, 因此也可
以不用3.5).

Remark. 改作业的时候改到了海量不同证法, 其中参考3.2也是一种比较好的证法, 总之这道题本质还
是去用 Carathéodory 条件去拆集合, 感觉用等测包反而不是一个很合适的办法 (所以同学们在参考往年
答案的时候应该带着自己的思考). 同时这道题在改的时候发现很多同学不加证明/引用的使用了周民强
书上的外测度的 Fatou 引理, 这种习惯不太好, 会给读者带来了不必要的负担, 考试的时候完全不建议这
样写.

Problem 3.7 P95.13
E ⊂ Rn, H ⊃ E 且 H 是可测集. 若 H − E 的任一可测子集皆为零测集, 试问: H 是 E 的等测包

吗?

Proof. 取 E 的等测包 H ′ ⊂ H, 那么

m(H) = m(H ′) +m(H \H ′︸ ︷︷ ︸
⊂H\E

) = m(H ′) = m∗(E).

Problem 3.8 P95.14
试证明点集 E 可测的充分必要条件是: 对任给 ϵ > 0, 存在开集 G1, G2, G1 ⊃ E, G2 ⊃ Ec, 使得

m(G1 ∩G2) < ϵ.

Proof. 其实本题是第一次习题课的补充内容. 根据条件, 存在一列开集 {Gn}n≥1, Gn ⊃ E, 使得

m∗(Gn − E) <
1

n
.

令

G =
⋂
n≥1

Gn,

那么

m∗(G− E) ≤ m∗(Gn − E) <
1

n
, ∀n ≥ 1,

故 G− E 是零测集 (外测度为零), 故可测, 从而

E = G− (G− E)

也是可测. 另一方面, 由于 E,Ec 可测, 故对任意的 ϵ > 0, 存在开集 G1, G2, G1 ⊃ E, G2 ⊃ Ec, 使得

m(G1 − E) <
ϵ

2
, m(G2 − Ec) <

ϵ

2

从而

m(G1 ∩G2) = m
(
(G1 − E) ∪ (G2 − Ec)

)
< ϵ.
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