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4 第四次习题课讲义

4.1 作业答案

Problem 4.1 P119 5
若 fn(x), (n = 1, 2, · · · ), 在 E ⊂ R 上依测度收敛于 f(x) ≡ 0, 试问: 是否有

lim
n→∞

m
(
{x ∈ E : |fn(x)| > 0}

)
= 0?

Proof. 考虑 fn = 1
nχ[0,1], 可见结论错误.

Problem 4.2 P119 6
设 E ⊂ R 上的可测函数列 {fk(x)} 满足

fk(x) ≥ fk+1(x), (k = 1, 2, · · · ).

若 fk(x) 在 E 上依测度收敛到 0, 试问: fk(x) 在 E 上是否几乎处处收敛到 0?

Proof. 有单调性, 子列当然能控制整体. 用 Riesz 定理就行了.

Problem 4.3 P123 1
设 f(x) 是 R 上的实值可测函数，试问：是否存在 g ∈ C(R)，使得

m
(
{x ∈ R : |f(x)− g(x)| > 0}

)
= 0?

Proof. 当然不行, 这个题的道理和3.16是一样的, 考虑 χ[0,∞] 即可.

Problem 4.4 P123 2
设 f(x) 在 [a, b] 上可测，试证明存在多项式列 {Pn(x)}，使得

lim
n→∞

Pn(x) = f(x), a.e. x ∈ [a, b].

Proof. 思路是 Lusin 定理和Weierstrass 逼近定理. 利用 Lusin 定理, 可以找到一列连续函数几乎处处收
敛到 f . 一个比较好说清楚的写法是, 直接用 Lusin 定理, 然后相当于得到了依测度收敛序列, 用 Riesz 定
理就得到几乎处处收敛子列. 然后用 Weierstrass 定理, 写过程用放缩就行, 比如

lim
n

|f(x)− pn(x)| ≤ lim inf
n

|f(x)− fn(x)|+ lim inf
n

|fn(x)− pn(x)| ≤ lim inf
n

|f(x)− fn(x)|+ ||fn − pn||∞.

但是这里还有最后一个问题, 就是 Lusin 定理在使用的时候, 要假定函数是几乎处处有限的. 因此在构造
连续函数逼近时, 第一步应该将 f 改造成 f

1+|f | , 然后先逼近, 再拉回即可. 这里反函数是 x
1−|x| . 用广义实

值化的 tan 和 arctan 也是一样的.

Remark. 改作业的时候发现只有极少数同学注意到这一点, 所以我直接放过去了, 但是同学们还是注意
细节.
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